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MATEMÁTICO

PRESENTA:
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Prefacio

Esta tesis comienza realmente en el caṕıtulo 2 donde presento un amplio
y preciso análisis sobre la Teoŕıa de Jaulas, aśı como su desarrollo y algunos
de los principales resultados existentes, además de servir como justificación
y base para los caṕıtulos posteriores.

El problema de las jaulas requiere de la construcción de gráficas regula-
res simples con un grado espećıfico, cuello y orden mı́nimo. Este problema
fue considerado por primera vez por Tutte (ver [61]) aunque el concepto de
una jaula llega hasta la década de 1940s (ver [61]). El orden de las jaulas
solo se a completado para un conjunto bastante limitado de parámetros.
Una variación del problema es en el que se exiǵıa que las gráficas fueran ha-
miltonianas, este problema fue estudiado por K’arteszi (ver [41]). Al mismo
tiempo, el estudio de las Gráficas de Moore, propuesto por E. F. Moore (ver
[37]), fue desarrollado por Hoffman y Singleton en 1960 (ver [37]).

Como el órden de las jaulas aumenta, la búsqueda de estas estructuras
se vuelve cada vez más dif́ıcil, por lo que se a reactivado recientemente el
interés en las jaulas, esto se puede atribuir en gran parte a tres factores
principales:
La disponibilidad de computadoras más rápidas, la introducción de nuevas
áreas técnicas que no se teńıan tradicionalmente en la teoŕıa de gráficas, y
aplicaciones para la costrucción de códigos.

Esta tesis tendrá dos vertientes importantes;

Ĺımites inferiores y Ĺımites superiores de Jaulas

Construcciones de Jaulas
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Prefacio viii

Con lo cual se establecerán algunas cotas para jaulas con caracteŕısticas
especificas, del mismo modo usaremos las (k, g)−Gráficas, para establecer
un exceso sobre dichas jaulas (ver [17]), y con ello se abordaran resultados
importantes para sus construcciones.

Aśı mismo mostraremos gráficamente algunas jaulas y desarrollaremos
una serie de métodos para su posible construcción dichos métodos se divide
en;
Construcciones generales; construcciones que producen gráficas con valores
arbitrariamente grandes de grado o cuellos.
Construcciones individuales; que trabajan para valores espećıficos de cuello
y grado.
Finalmente se darán los principales ĺımites para algunas jaulas especificas.
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1. CONCEPTOS
BÁSICOS DE
GRÁFICAS

En este caṕıtulo introduciremos definiciones, notaciones y resultados
básicos necesarios para la comprensión del trabajo que se desarrollará.
El nacimiento del concepto GRÁFICA se puede situar, por el año 1730,
cuando Leonhard Euler, considerado el padre de la Teoŕıa de Gráficas mode-
lo un famoso problema, llamado el “problema de los puentes de Königsberg”
y cuya solución dio origen a la Teoŕıa de Gráficas (ver[31]).

1.1. Gráficas

Definición 1.1.1. Una gráfica G = {V (G), A(G)} consiste de un conjunto
finito, no vaćıo de objetos llamado vértices, puntos o nodos y un conjunto
de pares no ordenados (u, v) de vértices llamadas aristas, ĺıneas, ramas o
arcos. El conjunto de vértices de G se denota por V(G) y el conjunto de
aristas de G por A(G).

Observación 1.1.2. Si una gráfica G consta solamente de un vértice, se
llama gráfica trivial, de lo contrario diremos que G es no trivial.

Ejemplo 1.1.3. Las gráficas H y G de la figura 1.1 representan una gráfica
trivial y una no trivial respectivamente.

Definición 1.1.4. Sea G una gráfica. Si a = (u, v) es una aristas de G,
con u y v vértices de G, decimos que u y v son los extremos de a.

Ejemplo 1.1.5. Los vértices x y r son los extremos de la arista (x, r) de
la gráfica G de la figura 1.1.

11
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Figura 1.1:

Definición 1.1.6. Un lazo es una arista que va de un vértice en si mismo.
Dos aristas se llaman múltiples si tienen los mismos vértices en sus extre-
mos.

Definición 1.1.7. Una gráfica que no contiene lazos ni aristas múltiples
se llama gráfica simple.

Definición 1.1.8. Una gráfica que contiene lazos o aristas múltiples se
llama multigráfica.

Nota 1.1.9. En el presente trabajo solo consideraremos gráficas simples,
por lo tanto el termino gráfica significará gráfica simple, salvo que se espe-
cifique lo contrario.

Ejemplo 1.1.10. En la figura 1.2 se muestra una gráfica finita G, con
V (G) = {a, b, c, d, e, f, g, h, i}, tiene dos lazos {(a, a), (e, e)} y cuenta con
aristas múltiples {(f, h), (g, i)}, aśı G es una multigráfica.

Definición 1.1.11. Si u y v son dos vértices de una gráfica G y a = (u, v)
∈ A(G) diremos que u y v son adyacentes (y lo denotamos por u adyG v).

Ejemplo 1.1.12. En la gráfica G de la figura 1.1, los vértices x y r son
adyacentes.
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Figura 1.2: Gráfica G

Nota 1.1.13. Dada una gráfica G, a y b dos aristas de G son adyacentes
si tienen un extremo en común.

Ejemplo 1.1.14. En la gráfica G de la figura 1.1, podemos notar que las
aristas (y, x) y (x, r) son adyacentes.

Definición 1.1.15. Sea G una gráfica, v ∈ V (G) y a ∈ A(G), diremos que
a incide en v si la arista a tiene como uno de sus extremos al vértice v.

Ejemplo 1.1.16. En la gráfica G de la figura 1.1 la arista (x, y) incide
tanto en el vértice x como en el vértice y.

Definición 1.1.17. Definimos el orden de G como el número de vértices
que contiene G.

Definición 1.1.18. Dada una gráfica G, decimos que H es una subgráfica
de G, si V (H) ⊆ V (G) y A(H) ⊆ A(G).

Definición 1.1.19. Una gráfica G es completa si todo par de vértices dis-
tintos de G son adyacentes. Si |V (G)| = n entonces G se denotara como
Kn.

Definición 1.1.20. Sea G = (V,A) una gráfica, el complemento de G
denotada por Gc, V (Gc) = V (G) y A(Gc) = Ac donde Ac= {(u, v) | u, v ∈
V (G) y (u, v) no está en A }.
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Definición 1.1.21. Para todo v ∈ V(G), el grado o valencia de v, es el
número de veces que v figura como extremo de una arista de G, se denota
por grG (v) o d(v).

Definición 1.1.22. Al grado menor de los vértices de G, se le llama grado
mı́nimo y se le denota δ(G).

Definición 1.1.23. Al grado mayor de los vértices de G, se le llama grado
máximo y se le denota ∆(G).

Ejemplo 1.1.24. En la figura 1.3 se muestra una gráfica H, tal que H es
una subgráfica de G, (figura 1.2), V (H) = {b, c, d, e, f, g, }, aśı |V (H)| = 6,
además grG(d) = 5

b

c d

e

f

g

Figura 1.3: Gráfica H
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1.2. Recorridos y distancias

Definición 1.2.1. Sea G una gráfica. Un camino en G, es una sucesión
alternante de vértices y aristas v0, a1, v1, a2, ..., an, vn donde cada arista ai,
tiene por extremos a los vértices vi−1, vi, para i=1,2,3,...,n-1.

Definición 1.2.2. Un paseo es un camino en donde no se repiten aristas.

Definición 1.2.3. Una trayectoria en una gráfica G es un paseo en el que
no se repiten vértices.

Definición 1.2.4. Un camino (paseo) no trivial cuyo vértice inicial y final
es igual se dice cerrado.

Definición 1.2.5. La longitud de un camino de una gráfica G es el número
de aristas que lo forman.
El recorrido de longitud mı́nima entre x e y se llama camino más corto.

Definición 1.2.6. Un paseo cerrado P=v0,v1,...,vn=v0, en el cual no hay
ocurrencia de vértices repetidos, excepto v0 y vn se llama ciclo.

Definición 1.2.7. Un ciclo en una gráfica G es un camino cerrado C =
(u1, u2, . . . , un, u1) donde ui 6= uj para todo i 6= j y n ≥ 3.
Un ciclo mı́nimo es el ciclo de menor longitud “en una gráfica” .

Definición 1.2.8. Sea u, v ∈ V (G), denotamos como d(u, v) o ∂(u, v), a
la distancia mı́nima entre cualesquiera dos vértices de G, es decir a la lon-
gitud del camino más corto existente; cuando no existe camino, se dice que
d(u, v) =∞.

Ejemplo 1.2.9. En la figura 1.4 se muestra una gráfica finita G, con
V (G) = {a, b, c, d, e, f, g, h}, tal que;
C1 = (a, b, c, b, f, g, h) es un camino.
C2 = (a, b, f, e, d, b, a) es un camino cerrado.
P1 = (a, b, f, g) es un paseo.
P2 = (a, d, c, b) es un paseo cerrado.
T1 = (f, g, h) es una trayectoria.
C3 = (c, d, e, f, b, c) es un ciclo.

Definición 1.2.10. La excentricidad de un vértice v perteneciente a G, que
denotaremos ex(v), es la máxima distancia d(u, v) entre todos los u perte-
necientes a G.
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Figura 1.4: Gráfica G

Definición 1.2.11. Llamaremos d́ıametro D(G), a la máxima excentrici-
dad de todos los vértices de G.
El radio de G, denotado por r(G), es la mı́nima excentricidad de todos los
vértices de G.

Observación 1.2.12. El diámetro de una gráfica G, se define como la lon-
gitud de la trayectoria más corta, para unir los vértices más alejados de G.

Ejemplo 1.2.13. En la figura 1.5 tenemos una gráfica G tal que ex(v1) = 3,
ex(v2) = 2, ex(v3) = 2, ex(v4) = 3, ex(v5) = 3, ex(v1) = ex(v4) = ex(v5) =
3 y ex(v2) = ex(v3) = 2, entonces D(G) = 3 y r(g) = 2.

Definición 1.2.14. Dos gráficas G y H son isomorfas si y sólo si existe
una función biyectiva f : V (G) −→ V (H) tal que si u adyG v y entonces
f(u) adyH f(v).

Definición 1.2.15. Una gráfica k−regular o de grado k es aquella en la
que todos sus vértices tienen grado k.

Definición 1.2.16. Una gráfica es conexa si para cada par de vértices x e
y existe un camino que va de x a y.

Definición 1.2.17. El cuello de una gráfica G, se define como la longitud
del ciclo más pequeño de G y se denota por g.



CONSTRUCCIONES DE JAULAS 17

v1
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v3

v4

v5

Figura 1.5: Gráfica G

Ejemplo 1.2.18. En la figura 1.6 una gráfica G, tal que
V (G) = {q, r, s, t, u, v, w, x, y, z}, es 3−regular, G contiene ciclos de diferen-
tes longitudes, el conjunto de vértices g = {q, y, r, w, s, q} forman un ciclo
de longitud minina, es decir el cuello de G.

z

x

w

y

u

v

s

t

r

q

Figura 1.6: Gráfica G

Definición 1.2.19. Se dice que una gráfica G de grado máximo ∆ y diáme-
tro D es una gráfica densa si G tiene el mayor número posible de vértices.
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Definición 1.2.20. Un árbol es una gráfica conexa que no contiene ciclos.

Ejemplo 1.2.21. En la figura 1.7, se muestra una gráfica que es un árbol,
cada vértice esta representado por un punto, como {u, v}, donde (u, v) una
arista, por una propiedad se cumple que la |V (G)| = 17 y |A(G)| = 16.

  

V

U

Figura 1.7: Árbol

Definición 1.2.22. Una gráfica G es bipartita si existe una partición del
conjunto de vértices de G, en dos conjuntos V1 y V2 de forma tal que cada
arista de G, tiene un extremo en V1 y el otro extremo en V2.

Definición 1.2.23. G es bipartita completa si todo vértice de V1 es adya-
cente a todos los vértices de V2, la denotamos por Kn,m, donde n = | V1 |
y m = | V2 |.

Definición 1.2.24. Sea G una gráfica y U ⊆ V (G), definimos la subgráfica
de G inducida por U como la gráfica que tiene a U como conjunto de vértices
y como conjunto de aristas a todas las aristas de G que tiene ambos extremos
en U . Denotó a la subgráfica de G inducida por U como G[U ] o 〈U〉G.

Definición 1.2.25. Sea G una gráfica y A′ ⊆ A(G), definimos la subgráfica
de G inducida por A′ como la gráfica que tiene a A′ como conjunto de
aristas y cuyo conjunto de vértices son los extremos de todas las aristas de
A′. Denotamos a la subgráfica de G inducida por A′ como G[A′] o 〈A′〉G.

Ejemplo 1.2.26. La gráfica H de la figura 1.8 es la subgráfica de G in-
ducida por el conjunto de vértices {r, w, x, y, z}, aunque H también es la
subgráfica de G inducida por el conjunto de aristas {(r, z), (r, w), (w, x), (w, y)}.
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Figura 1.8:

Definición 1.2.27. Un árbol de distancia de una gráfica G con respecto
al vértice v es un árbol con vértice inicial o ráız v. Todos los vértices se
enumeran de izquierda a derecha en niveles verticales de distancia creciente
desde la ráız v, como se aprecia en la figura 1.9. Si G es disconexa, entonces
todos los vértices fuera de la componente que contiene v se enumeran en el
extremo derecho ya que la distancia de v a dicho vértice es infinito.

V

Figura 1.9: Árbol de distancia





2. GRÁFICAS DE
MOORE Y JAULAS

2.1. Gráficas de Moore

Las Gráficas de Moore fueron introducidas por Hoffman y Singleton en
1960, llamadas asi en homenaje a Edward F. Moore (ver [37]). Se usó por
primera vez el termino de Gráfica de Moore mientras estudiaban las Gráfi-
cas Regulares, relacionando el grado y el diámetro.

Es de gran interés en la Teoŕıa de Gráficas el problema (∆, D). Este pro-
blema consiste en encontrar gráficas con el mayor número posible de vértices
para un grado máximo ∆ y un diámetro D dados. Junto al problema (∆, D)
encontramos el problema (δ, g), que trata de encontrar gráficas con el menor
número posible de vértices para un grado mı́nimo δ y un cuello g dados.
Las gráficas que cumplen esta condición reciben el nombre de Jaulas.

Los problemas (∆, D) y (δ, g) pertenecen a la Teoŕıa de Gráficas Extre-
males y están ı́ntimamente relacionados. Es más, los problemas más intere-
santes enTeoŕıa de Gráficas Extremales son aquellos que combinan ambos
problemas (∆, D) y (δ, g) . Por ejemplo, cuando g = 2D, el problema (∆, D)
consiste en la búsqueda de los llamados Poĺıgonos Generalizados.

Cuando g = 2D + 1, el problema (∆, D) consiste en la búsqueda de las
llamadas Gráficas de Moore. El problema de las gráficas de Moore también
puede enunciarse de una forma muy concisa. Consiste en encontrar gráficas
regulares tales que la distancia entre dos vértices cualesquiera no sea supe-
rior a 2. Una gráfica de este tipo se llama Gráfica de Moore y se sabe que
sólo puede existir para valores de grado iguales a 3, 7 y 57. Los primeros

21
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dos casos son conocidos, mientras que el tercero, que recibe el nombre de
“ La Gran Gráfica de Moore ”, sigue sin encontrarse.

El estudio comienza con la observación de que una gráfica de grado ∆ y
diámetro D ≥ 1 tiene como máximo;

M(∆, D) = 1 + ∆ + ∆(∆− 1) + ...+ ∆(∆− 1)D−1

vértices y las gráficas que logran este limite deben tener cuello g =
2D + 1.

Definición 2.1.1. Para grado máximo ∆ y diámetro D dados, se define la
cota de Moore como el siguiente valor.

m = M(∆, D) = 1 + ∆

D∑
i=1

(∆− 1)i−1 =

{
2D + 1, si ∆ = 2;
∆(∆−1)D−2

∆−2 , si ∆ ≥ 3.

Afirmación 2.1.2. Sea G una gráfica de grado máximo ∆ y diámetro D.
Entonces el número de vértices n de G está acotado por la cota de Moore
m, es decir se verifica que m ≥ n.

Demostración: Asumiremos que todos los vértices de G tienen grado máxi-
mo es decir, G es ∆-regular, el número de vértices a distancia i de un vértice
cualquiera es ∆(∆− 1)i−1. Por lo tanto, el número máximo de vértices que
puede tener la gráfica es 1 + ∆ΣDi=1(∆− 1)i−1 .

Definición 2.1.3. Las gráficas que alcanzan la cota de Moore reciben el
nombre de gráficas de Moore.

Para que una gráfica sea de Moore, todos sus vértices tienen que tener
grado máximo, es decir tiene que ser una gráfica ∆−regular.
Como se muestra en la figura 2.10, dicha gráfica es 3− regular de diámetro
2 y cuello 5.

Ahora una Gráfica de grado ∆ y cuello g = 2D tiene orden a lo más;

MB(∆, D) = 2(1 + (∆− 1) + ...+ (∆− 1)D−1)

Nota 2.1.4. Si una gráfica de grado ∆ y cuello g = 2D tiene orden
MB(∆, D), entonces es regular y bipartita, esta gráfica se conoce como
“ Gráfica de Moore Bipartita ”.
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Figura 2.10: Gráfica Isomorfa a la Gráfica de Petersen

Una gráfica con grado ∆ y d́ıametro D tiene a lo más MB(∆, D) vértices,
si esta tiene exactamente MB(∆, D) vértices entonces es una Gráfica de
Moore Bipartita.

Una definición más general es la siguiente.

Definición 2.1.5. Una Gráfica de Moore del tipo M(k, g) es una gráfica
regular de grado k > 2 y cuello g que contiene el máximo número posible de
vértices, es decir M(k, g) = n(k, g);

n(k, g) =

{
1 + (k − 1)g/2−1 + kΣ

(g−4)/2
r=0 (k − 1)r, si g es par;

1 + kΣ
(g−3)/2
r=0 (k − 1)r, si g es impar.

En la figura 2.11 tenemos una gráfica de Moore la cual es 3− regular y
tiene cuello 6, aśı;

M(3, 6) = n(3, 6)

= 1 + (3− 1)6/2−1 + 3Σ
(6−4)/2
r=0 (3− 1)r

= 1 + 22 + 3(20 + 21)

= 14
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Figura 2.11: M(3, 6), Gráfica de Heawood

2.2. Jaulas

El primero en estudiar esta familia de gráficas fue Tutte W. T. (ver [61]),
cuando estudiaba las gráficas cubicas.
En general el problema de encontrar una jaula se considera como el “ Cage
Problem ”. La existencia de una (k, g)−Jaula para cualquier par de enteros
k > 2 y g ≥ 3 no es trivial y fue hasta la década de los 60′s cuando Sachs dio
una prueba constructiva de su existencia. Poco después Erdös y Sachs (ver
[30]) dan otra demostración, en este caso no constructiva, de la existencia
de las (k, g)−Jaulas. Las (k, g)−Jaulas se conocen para muy pocos valores
de k y g.

Definición 2.2.1. Una (k, g)−Gráfica se define como una gráfica en la que
cada vértice tiene exactamente k vecinos, y en el cual el ciclo más corto tie-
ne una longitud exactamente g.

En la siguiente figura 2.12 se aprecia una (5, 4)−Gráfica .

Observación 2.2.2. Se sabe si existen (k, g)−Gráficas para cualquier com-
binación de k ≥ 2 y g ≥ 3.

Definición 2.2.3. Una (k, g)−Jaula es una gráfica k − regular que tiene
la menor cantidad de vértices posibles para su cuello g, es decir de mı́nimo
orden.
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Figura 2.12: (5, 4)−Gráfica

Observación 2.2.4. Una (k, g)−Jaula es una (k, g)−Gráfica con el menor
número de vértices posibles, entre todas las (k, g)−Gráficas.

El problema de las jaulas pide la construcción de gráficas regulares de
grado especifico, cuello y orden mı́nimo.

En 1963 Erdös y Sachs (ver [30]), demostraron que existen jaulas para
cualquier valor dado en k y g.

Observación 2.2.5. Si existe una Gráfica de Moore de grado k y cuello g
debe ser una Jaula (ver [30]).

A partir de la observación previa decimos que los ĺımites de las Gráficas
de Moore se generalizan en Jaulas es decir, para k ≥ 3 y g ≥ 5 el orden de
una Jaula está limitada por un limite inferior (Wong 1982 [65] ) aśı:

n ≥

1 + Σ
g−3
2

i=0 k(k − 1)i = k(k−1)(g−1)/2−2
k−2 , si g es impar;

2Σ
g−2
2

i=0 (k − 1)i = 2(k−1)g/2−2
k−2 , si g es par.
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Este limite se llama el “ Limite de Moore ”, las gráficas para las que
se mantiene la igualdad son Gráficas de Moore, en otro caso son Gráficas
densas.

2.3. Jaulas conocidas

En esta sección, veremos algunas de las Jaulas conocidas, primero ob-
servaremos las (3, g)−Jaulas y notemos que esta clase de jaulas son gráficas
cubicas, tal que su orden al menos es;

n(3, g) =

{
3 · 2(g−1)/2 − 2, si g es impar;

2(g+2)/2 − 2, si g es par.

2.3.1. (3, 5)− Jaula: Gráfica de Petersen

La Gráfica de Petersen es la única (3, 5)−Jaula (ver [23]), es 3−regular
de diámetro 2 y cuello 5, tiene 10 vértices y 15 aristas, esta gráfica es
nombrada aśı por Julius Peter Christian Petersen (ver [51]), publicada en
1898.

Figura 2.13: Gráfica de Petersen
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2.3.2. (3, 6)− Jaula: Gráfica de Heawood

La (3, 6)−Jaula, llamada Gráfica de Heawood. La gráfica fue nombrada
aśı en honor a Percy John Heawood (ver [63]), quien publico el resultado,
tiene las caracteŕısticas de ser 3 − regular de diámetro 3 y cuello 6, tiene
14 vértices y 21 aristas.

Figura 2.14: Gráfica de Heawood

2.3.3. (3, 7)− Jaula: Gráfica de McGee

La (3, 7)−Jaula, es llamada Gráfica de McGeees, tiene las caracteŕısticas
de ser 3− regular con diámetro 4 y cuello 7, tiene 24 vértices y 36 aristas,
esta gráfica fue descubierta por primera vez por Sachs (ver [41]), pero no
publicada. La gráfica fue nombrada aśı en honor a W.F.McGee [46] quien
publico el resultado en 1960. La gráfica de McGee no es una Gráfica de
Moore.

Figura 2.15: Gráfica de McGee
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2.3.4. (3, 8)− Jaula: Gráfica de Tutte-Coxeter

La Gráfica de Tutte-Coxeter es una (3, 8)−Jaula, tiene las caracteŕısti-
cas de ser 3−regular de diámetro 4 y cuello 8, tiene 30 vértices y 45 aristas,
esta gráfica es nombrada aśı en honor a W.T.Tutte y H.S.M.Coxeter (ver
[61]), publicada en 1950.

Figura 2.16: Gráfica de Tutte-Coxeter

2.3.5. (3, 9)− Jaula

Una (3, 9)− Jaula, es una gráfica 3− regular, la primera (3, 9)− Jaula
fue publicada en 1980 por Biggs and Hoare (ver [15]), hay una lista de 18
(3, 9)−Jaula, la cual fue completada por Brinkmann, McKay y Saager (ver
[56]) en 1995.

Figura 2.17: (3, 9)− Jaula
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2.3.6. (3, 10)− Jaula

Hay tres (3, 10) − Jaulas, son gráficas 3 − regular de diámetro 6 y
cuello 10, tienen 70 vértices y 105 aristas, la primera de estas gráficas fue
descubierta por A.T.Balaban (ver [8]) y publicada en 1972, y más tarde las
otras dos fueron encontradas por O’Keefde-Wong (ver [49]).

Figura 2.18: (3, 10)− Jaula

2.3.7. (3, 11)− Jaula: Gráfica de Balaban

Una (3, 11) − Jaula, es una gráfica 3 − regular de diámetro 8 y cuello
11, tiene 112 vértices y 168 aristas, esta gráfica es publicada en 1973 por
A. T. Balaban (ver [7]), y más tarde demostraron que es única Myrvold,
McKay y Nadon (ver [47]).

Figura 2.19: (3, 11)− Jaula
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2.3.8. (3, 12)− Jaula: Gráfica de Benson

La Gráfica de Benson es una (3, 12)− Jaula, tiene las caracteŕısticas de
ser 3 − regular de diámetro 6 y cuello 12,tiene 126 vértices y 189 aristas,
esta gráfica fue construida por primera vez por Benson (ver [13]) en 1966.

Figura 2.20: (3, 12)− Jaula

2.3.9. (4, 3)− Jaula

Una (4, 3)−Jaula, es la Gráfica completa K5, es 4−regular de diámetro
1 y cuello 3, tiene 5 vértices y 10 aristas (ver [53]).

Figura 2.21: (4, 3)− Jaula
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2.3.10. (4, 4)− Jaula

Una (4, 4)−Jaula, es la Gráfica bipartita completa K4,4, es 4− regular
de diámetro 2 y cuello 4, tiene 8 vértices y 16 aristas (ver [65]).

Figura 2.22: (4, 4)− Jaula

2.3.11. (4, 5)− Jaula: Gráfica de Robertson

La Gráfica de Robertson es la única (4, 5) − Jaula (ver [54]), tiene las
caracteŕısticas de ser 4− regular de diámetro 5 y cuello 5, tiene 19 vértices
y 38 aristas, esta gráfica es construida por Neil Robertson (ver [54]).

Figura 2.23: Gráfica de Robertson
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2.3.12. (4, 6)− Jaula

Una (4, 6) − Jaula, es 4 − regular de diámetro 5 y cuello 6, tiene 26
vértices y 42 aristas, esta gráfica fue construida por Wong (ver [65]) en
1982.

Figura 2.24: (4, 6)− Jaula

2.3.13. (5, 3)− Jaula

Una (5, 3)−Jaula, es la Gráfica completa K6, es 5−regular de diámetro
1 y cuello 3, tiene 6 vértices y 15 aristas (ver [53]).

Figura 2.25: (5, 3)− Jaula
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2.3.14. (5, 4)− Jaula

Una (5, 4)−Jaula, es la Gráfica bipartita completa K5,5, es 5− regular
de diámetro 2 y cuello 4, tiene 10 vértices y 25 aristas (ver [53]).

Figura 2.26: (5, 4)− Jaula

2.3.15. (5, 5)− Jaula

La Jaula Foster es una (5, 5) − Jaula, que tiene las caracteŕısticas de
ser 5− regular de diámetro 3 y cuello 5, tiene 30 vértices y 78 aristas, está
gráfica fue construida por Ronald Martin Foster ( ver [41], [24]).

Figura 2.27: (5, 5)− Jaula
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2.3.16. (5, 6)− Jaula

La Gráfica de Royle es una (5, 6) − Jaula, que tiene las caracteŕısticas
de ser 5− regular de diámetro 3 y cuello 6, tiene 42 vértices y 105 aristas,
esta gráfica fue construida por Royle (ver [52]).

Figura 2.28: (5, 6)− Jaula
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2.3.17. (6, 3)− Jaula

Una (6, 3)−Jaula, es la Gráfica completa K7, es 6−regular de diámetro
1 y cuello 3, tiene 7 vértices y 21 aristas (ver [53]).

Figura 2.29: (6, 3)− Jaula

2.3.18. (6, 4)− Jaula

Una (6, 4)−Jaula, es la Gráfica bipartita completa K6,6, es 6− regular
de diámetro 2 y cuello 4, tiene 12 vértices y 36 aristas (ver [53]).

Figura 2.30: (6, 4)− Jaula
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2.3.19. (6, 5)− Jaula

La única (6, 5) − Jaula es el complemento de una Gráfica de Petersen
dentro de la Gráfica de Hoffman-Singleton (ver [50]) y n(6, 5) = 40.

Figura 2.31: (6, 5)− Jaula

2.3.20. (7, 5)− Jaula: Gráfica de Hoffman-Singleton

La Gráfica de Hoffman-Singleton es la (7, 5) − Jaula, que tiene las ca-
racteŕısticas de ser 7 − regular de diámetro 2 y cuello 5, tiene 50 vértices
y 175 aristas, está gráfica es construida por Alan J. Hoffman y Robert R.
Singleton (ver [37]) demostró que es única, ademas es una Gráfica de Moore.



CONSTRUCCIONES DE JAULAS 37

Figura 2.32: Gráfica de Hoffman-Singleton

2.3.21. (7, 6)− Jaula

Una (7, 6) − Jaula, es 7 − regular de diámetro 2 y cuello 6, tiene 90
vértices (ver [48]).

Para conclúır, en el siguiente cuadro presentamos algunas de las
(k, g)−Jaulas más conocidas, su nombre o referencia, aśı como su orden.
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n(k,g) Orden Nombre de la Jaula o Referencia
(3,3) 4 Gráfica completa K4

(3,4) 6 Gráfica bipartita completa K3,3

(3,5) 10 Gráfica Petersen (ver [51])
(3,6) 14 Gráfica Heawood (ver [63])
(3,7) 24 Gráfica McGee (ver [46])
(3,8) 30 Gráfica Tutte-Coxeter (ver [61])
(3,9) 58 Gráfica Biggs y Hoare (ver [15])
(3,10) 70 Gráfica Balaban (ver [8])
(3,11) 112 Gráfica Balaban (ver [7])
(3,12) 126 Gráfica Benson (ver [13])
(4,3) 5 Gráfica completa K5

(4,4) 8 Gráfica bipartita completa K4,4

(4,5) 19 Gráfica Robertson (ver [54])
(4,6) 26 Gráfica Wong (ver [65])
(4,7) 67 Gráfica Exoo (ver [53])
(4,8) 80 Royle (ver [55])
(4,12) 728 Royle (ver [55])
(5,3) 6 Gráfica completa K6

(5,4) 10 Gráfica bipartita completa K5,5

(5,5) 30 Gráfica Fosteres (ver [41], [24])
(5,6) 42 Royle (ver [55])
(5,7) - Royle (ver [55])
(5,8) 170 Royle (ver [55])
(5,12) 2730 Royle (ver [55])
(6,3) 7 Gráfica completa K7

(6,4) 12 Gráfica bipartita completa K6,6

(6,5) 40 Royle (ver [55])
(6,6) 62 Royle (ver [55])
(6,8) 312 Royle (ver [55])
(6,12) 7812 Royle (ver [55])
(7,3) 8 Gráfica completa K8

(7,4) 14 Gráfica bipartita completa K7,7

(7,5) 50 Gráfica Hoffman-Singleton (ver [37])
(7,6) 90 Royle (ver [55])
(8,8) - Royle (ver [55])
(9,8) - Royle (ver [55])
(10,8) - Royle (ver [55])
(12,8) - Royle (ver [55])
(14,6) - Royle (ver [55])
(14,8) - Royle (ver [55])

Cuadro 2.1: Orden de las (k,g)-Jaulas



3. GRÁFICAS
GEOMÉTRICAS

Los problemas de las Gráficas de Moore y de las Jaulas pertenecen a
la Teoŕıa de gráficas extremales y están ı́ntimamente relacionados. Los pro-
blemas de mayor interés son cuando se combinan ambos problemas. Por
ejemplo, cuando G = 2D, el problema en las Gráficas de Moore consiste en
la búsqueda de los llamados Poĺıgonos Generalizados, se sabe que los poĺıgo-
nos generalizados existen sólo para cuello g igual a 4, 6, 8 y 12, y se han
construido algunos de ellos, concretamente para valores de grado máximo
∆ y la potencia prima más uno.

3.1. Estructura de Incidencia

Las Gráficas Geométricas se basan en los Poĺıgonos Generalizados.
Los Poĺıgonos Generalizados fueron introducidos por J. Tits en el apéndice
de el famoso articulo (ver [60]) y ahora es una parte integral de la geometŕıa
de incidencia, cuyas gráficas de incidencia forman tres familias infinitas de
Jaulas de cuello 6, 8 y 12.

Definición 3.1.1. Una Geometŕıa de Incidencia o Geometŕıa Parcial (fini-
ta) es una Estructura de Incidencia que consta de un conjunto P de puntos,
un conjunto L de lineas (disjuntas de P ), y una relación I ⊆ P×L, llamada
incidencia.

Si (p, L) ∈ I, entonces decimos que el punto p y la linea L son incidentes.

39
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Definición 3.1.2. Si O = (P,L, I) es una estructura de incidencia, enton-
ces su estructura de incidencia dual está dada por O∗ = (P,L, I∗), donde
O∗ = {(L,P )|(p, L) ∈ I}.

Informalmente, esto simplemente corresponde a intercambiar los nom-
bres de puntos y lineas.

Las Geometŕıas Parciales fueron introducidas por R.C. Bose (ver [20]).

Definición 3.1.3. Sean e y f elementos de O definimos un Plano de In-
cidencia como una Geometŕıa de Incidencia cuyo conjunto de objetos es la
unión disjunta de dos conjuntos P y L tal que para todo e, f ∈ P o e, f ∈
L , (e, f) ∈ I sólo si e = f .

Definición 3.1.4. Una Gráfica de Incidencia X(O) de una estructura de
incidencia O, es una gráfica con su conjunto de vértices en P ∪ L, donde
dos vértices son adyacentes si y sólo si estos son incidentes.

Nota 3.1.5. Las Gráficas de Incidencia de una Estructura de Incidencia
son bipartitas.

Definición 3.1.6. Un Poĺıgono Generalizado o n− gon con n ≥ 2, es una
estructura de incidencia cuya gráfica de incidencia tiene diámetro n y cuello
2n.

Un 3−gon (triángulo) generalizado es equivalente a un plano proyectivo
posiblemente degenerado.
Los cuadriláteros generalizados son una generalización del 4− gon.

Un n-gon Generalizado satisface el axioma siguiente.
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Axioma 3.1.7. para n-gon o Poĺıgono Generalizado (PG)
PG1; Existen s ≥ 1 y t ≥ 1 tal que cada ĺınea es incidente a s + 1 puntos,
y cada punto es incidente a t+ 1 ĺıneas.

PG2; Cualesquiera dos ĺıneas distintas se intersecan en un punto como
máximo y una ĺınea se encuentra entre dos puntos distintos.

PG3; El diámetro de la Gráfica de Incidencia X(O) es n, el cuello 2n.

Un poĺıgono generalizado es un n−gon generalizado, para un entero n ≥ 2.
Tenemos en cuenta que una gráfica bipartita de diámetro n que contiene un
ciclo tiene un cuello como máximo 2n. Por lo tanto, los poĺıgonos generali-
zados corresponden a gráficas bipartitas no árboles de un diḿetro dado y
un cuello máxima, las llamadas gráficas bipartitas de Moore (ver [35]).

3.2. Las Gráficas de Incidencia de los Planos
Proyectivos

Cuando k− 1 es una potencia prima las (k, 6)− Jaulas son las Gráficas
de incidencia de los Planos Proyectivos.

Definición 3.2.1. Un Plano Proyectivo es una geometŕıa de orden n la
cual tiene n2 + n + 1 puntos, que satisface el axioma siguiente (denotado
como PG(2, n)).

Axioma 3.2.2. para Planos Proyectivos (PP)
PP1; Dos puntos distintos están conectados en una única ĺınea.

PP2; Dos ĺıneas distintas se entrecruzan en un punto único.

PP3; Cada punto tiene n+ 1 ĺıneas.

PP4; Cada ĺınea tiene n+ 1 puntos.
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Ejemplo 3.2.3. En la figura 3.33 se aprecia el Plano de Fano el cual
denotaremos como PG(2, 2), satisface el axioma 3.2.2 con n = 2 y tiene
22 + 2 + 1 = 7 puntos.

Figura 3.33: Plano de Fano PG(2, 2)

Nota 3.2.4. La gráfica de incidencia de un plano proyectivo de orden n,
es regular de grado n+ 1, tiene 2(n2 + n+ 1) vértices, d́ıametro 3 y cuello
6.

Observación 3.2.5. Dado que el Ĺımite de Moore de grado n+ 1 y cuello
6 es igual al orden de esta gráfica, la gráfica de incidencia de un plano
proyectivo es una (n+ 1, 6)−Jaula.

Un claro ejemplo es la (3, 6)-Jaula (Gráfica de Heawood) que es la gráfica
de incidencia de el plano de orden 2.
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3.3. Gráficas de Incidencia de Cuadriláteros
Generalizados

Los Cuadriláteros Generalizados fueron introducidos por J. Tits (ver
[60]). Un Cuadrilátero Generalizado es un Poĺıgono Generalizado de orden
4.

Definición 3.3.1. Un Cuadrilátero Generalizado finito de orden (s, t), con-
tiene s+ 1 puntos en cada ĺınea y tiene t+ 1 ĺıneas a través de cada punto,
es decir tiene (s+ 1)(st+ 1) puntos y (t+ 1)(st+ 1) ĺıneas.

Los Cuadriláteros Generalizados satisfacen el siguiente axioma.

Axioma 3.3.2. para Cuadriláteros Generalizados (CG)
CG1; Dos puntos distintos se encuentran en a lo más una ĺınea.

CG2; Dada una ĺınea ` y un punto p no en `, hay exactamente una ĺınea k
através de p que intersecta a ` (en algún punto q).

l

 p
k

q

Figura 3.34:

Ejemplo 3.3.3. El Cuadrilátero regular es un Cuadrilátero Generalizado
de orden (1, 1) (CG(1, 1)).

Aśı CG(1, 1) tiene 4 vértices y 4 ĺıneas, como se ve en la figura 3.35.
Cuando tiene orden (n, 1) es cuadricula.
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Figura 3.35: CG(1, 1)

Nota 3.3.4. Un cuadrilátero generalizado de orden (1, n) es una gráfica
bipartita completa con 2n vértices.

Ejemplo 3.3.5. Consideremos el Cuadrilátero Generalizado de orden (2, 2)
(CG(2, 2)), es el único CG(2, 2), fue elaborado por S. Payne (ver [52]) y
tiene 15 vértices y 30 ĺıneas, como se ve en la figura 3.36.

Figura 3.36: CG(2, 2)

Observación 3.3.6. La Gráfica de Incidencia de un Cuadrilátero Genera-
lizado de Orden (q, q) tiene 2(q + 1)(q2 + 1) vértices y es regular de grado
q+ 1, diámetro 4 y cuello 8. Estos parámetros se saben que existen siempre
que q es una potencia prima.
El orden de esta gráfica coincide con el Ĺımite de Moore para el grado q+ 1
y cuello 8, y por lo tanto es una Jaulas.

Por ejemplo, la (3, 8) − Jaula es la gráfica de Tutte-Coxeter, esta es la
Gráfica de Incidencia del Cuadrilátero Generalizado de orden (2, 2). Las 15
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ĺıneas del cuadrilátero están representadas por los 5 lados del Pentágono,
las 5 diagonales y los 5 ćırculos parciales.

Nota 3.3.7. El Cuadrilátero Generalizado de orden (4, 2) (CG(4, 2)), es la
única CG(4, 2).

3.4. Gráficas de Incidencia de Hexágonos Ge-
neralizados

Un Hexágono Generalizado es un Poĺıgono Generalizado de orden 6. Un
hexágono generalizado finito de orden (s, t) es una estructura de incidencia,
que satisface el siguiente axioma.

Axioma 3.4.1. para Hexágonos Generalizados (HG)
HG1; Cada elemento de P , que se llaman puntos, es incidente con 1 + t
elementos de L, que son las ĺıneas, para t ≥ 1 y cada ĺınea es incidente con
1 + s puntos para s ≥ 1.

HG2; |P | = (1 + s)(1 + st+ s2t2) y |L| = (1 + t)(1 + st+ s2t2).

HG3; 6 es el número entero positivo más pequeño, k tal que O tiene un
ciclo que consta de k puntos y k ĺıneas.

Ejemplo 3.4.2. Un Hexágono Generalizado HG(1, 2), es una gráfica que
consta de 14 vértices como se puede ver en la figura 3.37, es isomorfa a la
Gráfica Heawood.

Otros ejemplos son;
La HG(1, 3), es una (4, 6)-jaula.
La HG(1, 4), es una (5, 6)-jaula.
La HG(1, 5), es una (6, 6)-jaula.
La HG(1, 6), es una (7, 6)-jaula.
La HG(1, 7), es una (8, 6)-jaula.
La HG(1, 8), es una (9, 6)-jaula.
La HG(1, 9), es una (10, 6)-jaula.



CONSTRUCCIONES DE JAULAS 46

Figura 3.37: HG(1, 2)

La HG(2, 1), es la Gráfica Bouwer B(2, 3, 7).

Observación 3.4.3. La Gráfica de Incidencia de un Hexágono Generali-
zado de orden (q, q) tienen 2(q3 + 1)(q2 + q + 1) vértices y es regular de
grado q+ 1, diámetro 6 y cuello 12. El órden de estas gráficas coincide con
el Ĺımite de Moore para el grado q+1 y cuello 12, y por lo tanto son Jaulas.



4. RESULTADOS
GENERALES EN
JAULAS

En este caṕıtulo desarrollamos algunos de los resultados más importantes
sobre Jaulas.

Teorema 4.1. Sea G una (k, g)−Gráfica, entonces |V (G)| ≥ n(k, g), donde

n(k, g) ≥

{
1 + k[(k − 1)

g−1
2 − 1]/(k − 2), si g es impar;

2[(k − 1)
g
2 − 1]/(k − 2), si g es par.

Demostración: Sea G una (k, g)−Gráfica donde D es el diámetro de G, la
demostración sera en dos casos.

i) Supongamos que g es impar.

Sea g = 2D + 1 (D ≥ 1). Entonces consideramos a lo más D vértices adya-
centes a v, donde v es un vértice fijo, como se aprecia en la figura 4.38(a),
consideramos a k ≥ 4 y g ≥ 5, puesto que no hay ciclos más pequeños que
g. En el primer nivel hay un vértice v, en el segundo nivel hay k vértices,
en el tercer nivel k(k − 1), en el cuarto nivel k(k − 1)2 y aśı sucesivamente
hasta el nivel D-ésimo. Por lo tanto :

|V (G)| ≥ 1 + k + k(k − 1) + k(k − 1)2 + · · ·+ k(k − 1)D−1

= 1 + k[(k − 1)D − 1]/(k − 2)

= 1 + k[(k − 1)
g−1
2 − 1]/(k − 2)

47
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v u
Nivel 0

Nivel 1

Nivel 2

(a)
(b)

v

Figura 4.38:

ii) Supongamos que g es par.

Sea g = 2D (D ≥ 2). Elegimos una arista uv, luego consideramos los vértices
en la mayor de las distancias D − 1 de cualquiera de los dos vértices v y u,
como se muestra en la figura 4.38(b), y repetimos el mismo argumento de
i), aśı;

|V (G)| ≥ 2 + 2(k − 1) + 2(k − 1)2 + · · · 2(k − 1)D−1

= 2[(k − 1)D − 1]/(k − 2)
= 2[(k − 1)

g
2 − 1]/(k − 2)

Teorema 4.2. Existe G una Gráfica de Moore de grado k y cuello g tal
que;
(i) Si k = 2 y g ≥ 3, entonces G es un Ciclo
(ii) Si k ≥ 2 y g = 3, entonces G es una Gráfica Completa

Demostración: Sea G una (k, g)−Gráfica de Moore, por la observación
2.2.5, tenemos que es una (k, g)−Jaula.
(i). Sea J una (2, g)−Jaula, aśı J es 2-regular y de cuello g, defino a C como
el ciclo de longitud mı́nima en J , C tiene longitud g con lo cual |V (C)| = g.
Basta ver que |V (J)| = |V (C)|.
Supongamos que |V (J)| 6= |V (C)|.
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Si |V (J)| < |V (C)|, no puede pasar pues C es subgráfica de J .

Si |V (J)| > |V (C)|, existe u ∈ V (J) tal que u /∈ V (C), como J es
conexa entonces existe T1 una uw-trayectoria con w ∈ V (C) por lo tan-
to existe z ∈ V (T1) y z ∈ V (C), aśı considero T2 una uz-trayectoria tal
que grC(z) = 2 pero al menos existe una arista que llega a z, entonces
grJ(z) = grC(z) + grJ/C(z) > 2 ya que grJ/C(z) > 1 lo cual es una contra-
dicción ya que J es 2-regular con lo cual tenemos que |V (J)| = |V (C)|.
Por lo tanto J es un g−ciclo.

(ii). Sea M una Gráfica de Moore, regular de grado k y cuello 3 y además
por ser de Moore alcanza la cota de Moore es decir tiene como máximo m
vértices y como logra este ĺımite tiene cuello g = 2D + 1 aśı, D = 1.
Además |V (M)| = M = 1 + k, diámetro es 1 y |V (M)| = 1 + k con lo cual
entre cada par de vértices hay una arista que los une, por lo tanto M es una
Gráfica Completa.

Teorema 4.3 (ver [30]). Para cada k ≥ 2, g ≥ 3.

n(k, g) ≤ 4

g=2∑
t=1

(k − 1)t (4.1)

Teorema 4.4 (ver [33]). Dados k, g ≥ 3, entonces existe una Gráfica
regular con cuello al menos g.

Teorema 4.5. Supongamos que g ≥ 3. Sea C(k, g) = { G : G es una
(k, γ)−Gráfica, γ ≥ g}. Entonces;
(i) n(k, g) = min{|V (G)| : G ∈ C(k, g)};
(ii) Si G ∈ C(k, g) y |V (G)| = n(k, g) entonces G es una (k, g)−Jaula.

Demostración: (i) Suponemos que G ∈ C(k, g) y |V (G)| = min{|V (G)| :
G ∈ C(k, g)}. Entonces G es una (k, γ)−Gráfica, γ ≥ g.
Suponemos que γ = g.
Entonces G es una (k, g)−Gráfica, puesto que todas las (k, g)−Gráficas
están en C(k, g) y tenemos que n(k, g) = |V (G)| con lo que está hecho.

(ii) Si g = 3 entonces es una (k, 3)−Gráfica es decir es una Kk+1 (gráfica
completa), entonces Kk+1 ∈ C(k, 3) y n(k, 3) = k+ 1. Por lo tanto Kk+1 es



CONSTRUCCIONES DE JAULAS 50

la única (k, 3)−Jaula.
Aśı que ahora asumimos que g > 3. Supongamos que k es par.

Sea u ∈ V (G) y sea G∗ la gráfica tal que V (G∗) = V (G) \ {u} y las aris-
tas consistentes de la únion de A(G\{u}), junto con un conjunto arbitrario
de aristas independientes (grGu)/2 uniendo pares de vértices de la vecindad
de u en G (NG(u)). Notemos que G∗ no tiene aristas múltiples y G no tiene
ciclos de longitud 3. Ademas G∗ es r-regular y |V (G∗)| < |V (G)|, γ(G∗) < g.

Sea C un ciclo en G∗ de orden menor que g. Este ciclo debe conte-
ner algunas de los nuevas aristas introducidas por la vecindad de u. Sea
viwi,i = 0, 1, 2, ..., t − 1, 0 ≤ t ≤ 1

2k, siendo las nuevas aristas de C y el
conjunto Ai es el subconjunto de C uniendo wi a vi+1, considerando los
sub́ındices modulo t.
No hay pérdida de generalidad al asumir que el ciclo inicia desde wi a través
de Ai hacia vi+1 en caso contrario re-etiquetamos.
Ahora en G, Ai junto con uwi y uvi+1, forman un ciclo de longitud por lo
menos g. Por lo tanto |A(Ai)| ≥ g − 2. Si

g > |A(C)| ≥ t(g − 2) + t = t(g − 1)

Lo que satisface que t = 1 y |A(A0)| = g− 2 , entonces uv0 y uw0 junto
con A0 están en un ciclo de orden g.

Supongamos que k (k ≥ 5) es impar. Entonces este argumento es similar
al del caso anterior.
Elegimos una arista uv ∈ A(G). Sea G∗ una gráfica con V (G∗) = V (G) \
{u, v} y la arista consistente de la únion de A(G \ {u, v}), siempre con
un conjunto arbitrario aristas independientes 1

2 (gr(u) − 1) de elementos
de NG(u) \ {v} en pares, y un conjunto arbitrario aristas independientes
1
2 (gr(v)− 1) de elementos de NG(v) \ {u} en pares.
De nuevo G∗ debe contener un ciclo C de orden menor que g. Ai es un
subconjunto de C tenemos como primer vértice wi ∈ NG(u) \ {v} y como
vértice final vi+1 ∈ NG(v) \ {u}. En este caso tenemos la garant́ıa de que
|A(Ai)| ≥ g − 3 si

g > |A(C)| ≥ t(g − 3) + t = t(g − 2)
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lo que satisface que t = 1 y |A(A0)| ∈ {g − 3, g − 2}. Ahora A0 es
una w0v0−trayectoria. Aśı sin perdida de generalidad podemos asumir que
w0, v0 ∈ NG(u) \ {v} en el caso A0, asumimos que uw0 y uv0 están en el
ciclo de orden g.

Teorema 4.6. Para cada k ≥ 2 y g ≥ 3

n(k, g) < n(k, g + 1). (4.2)

Demostración: Supongamos que G es una (k, g + 1)-jaula.
Entonces G ∈ C(k, g), entonces n(k, g) ≤ |V (G)| = n(k, g + 1), donde
C(k, g) = {G : G es una (k, γ)−gráfica, γ ≥ g}.
Si n(k, g+ 1) = n(k, g), entonces |V (G)| = n(k, g) por el Teorema 4.5, G es
una (k, g)−Jaula. Esto es imposible ya que γ(G) es única (γ(G), es el cuello
de G). Por lo tanto n(k, g) < n(k, g + 1).

Teorema 4.7. Para cada k ≥ 3 y g ≥ 3 con g impar

n(k, g + 1) ≤ 2n(k, g). (4.3)

Demostración: Sea G una (k, g)-jaula con V (G) = {ui : i = 1, 2, ..., n}.
Definimos a B una gráfica bipartita, con V (B) = {ui, vi : i = 1, 2, ..., n} y
A(G) = {uivj : uiuj ∈ A(B), 1 ≤ i, j ≤ n}.

Entonces |V (B)| = 2|V (G)| y B es k-regular. Además para t impar,
(u1, u2, ..., ut, u1) es un t-ciclo enG, si y solo si (u1, v2, u3, ..., ut, v1, u2, ..., vt, u1)
es un 2t−ciclo en B. Ahora si t es par, (v1, v2, ..., vt, v1) es un t−ciclo en G
si y solo si (u1, v2, u3, ..., vt, u1) y (v1, u2, v3, ..., ut, v1) es un t−ciclo en B.
Solo si G contiene a un ciclo de orden g+1, entonces g es impar, B contiene
un ciclo de orden g+ 1, en este caso γ(B) ≥ g+ 1, dado que cualquier ciclo
de G de orden g corresponde a un ciclo de orden 2g en B y un ciclo de
orden s ≥ g + 2 corresponde a un ciclo de orden al menos s. Aśı B es una
(k, s)−Gráfica para algún s ≥ g + 1, por lo tanto por el Teorema 4.6.

2n(k, g) = 2|V (G)| = |V (B)| ≥ n(k, g) ≥ n(k, g + 1). (4.4)
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Teorema 4.8 (ver [58]). Para cada k ≥ 2 y g ≥ 3 con g impar

n(k, g) ≤

{
2(k − 2)g−2, si g es impar;

4(k − 1)g−3, si g es par.

Teorema 4.9. El número más pequeño posible de vértices para el cual una
(3, g)−Jaula con cuello g impar, puede existir es 3 · 2(g−1)/2 − 2.

Demostración: Sea T un árbol de distancia de la gráfica G con cuello impar
g.
En el primer nivel de T , hay un vértice, digamos v0. Como todos los vértices
son 3−regulares, hay tres vértices adyacentes a v0. Por lo tanto, en el nivel
1 de T , hay tres vértices. Sin embargo, en el nivel 2 de T , hay dos vértices
adyacentes al mismo vértice en el nivel 1, ya que cada vértice es 3−regular.
Por lo tanto, hay un total de 3 · 2 vértices en el nivel 2 de T . En general,
hay 3 · 2i−1 vértices en el nivel i de T .
Dado que el cuello g es impar, esto significa que dos vértices en el mismo
nivel de distancia desde v0 sean adyacentes, y por lo tanto, estarán en el
mismo nivel del primero, esta distancia es (g − 1)/2. Aśı

n(3, g) = 1 + 3 + 3 · 2 + 3 · 22 + . . .+ 3 · 2(g−1)/2−1

= 1 + 3 + 3 · 2 + 3 · 22 + . . .+ 3 · 2(g−3)/2

= 1 + 3(1 + 2 + 22 + . . .+ 2(g−3)/2)

= 1 + 3(2 · 2(g−3)/2))

= 1 + 3(2(g−1)/2 − 1)

= 3 · 2(g−1)/2 − 2)

Teorema 4.10. El número más pequeño posible de vértices para el cual una
(3, g)−Jaula con cuello g par puede existir es 2(g+2)/2 − 2.

Demostración: Sea T ′ un árbol de distancia modificado para que dos vérti-
ces adyacentes, v0 y v1, se coloquen en el primer nivel de ráız del árbol T ′

. Como g es par, existen dos vértices adyacentes u0, u1 en el mismo nivel
de distancia del par v0 y v1, pero necesariamente provienen de diferentes
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niveles y d(v0, u0) = d(v1, u1) = (g − 2)/2. Aśı

n(3, g) = 2 + 22 + . . .+ 2(g−2)/2

= 2(1 + 2 + 22 + . . .+ 2(g−2)/2)

= 2(
1− 2(g−2)/2+1

1− 2

= 2(2(g−2)/2+1 − 1)

= 2(g+2)/2 − 2





5. LÍMITES
INFERIORES DE
JAULAS

En este caṕıtulo es de gran interés el conocer las (k, g)−Gráficas con un
exceso pequeño, está definición fue introducida en 1996 por Biggs (ver [18]).

Denotaremos como n(k, g) al orden de una (k, g)−Gráfica de grado k ≥ 2
y cuello g ≥ 3.

Definición 5.0.1. Sea G una gráfica k-regular con cuello g, G debe tener
orden al menos;

n1(k, g) =

{
k(k−1)(g−1)/2−2

k−2 , si g es impar;
2(k−1)g/2−2

k−2 , si g es par.

a n1(k, g) se le conoce como el Ĺımite de Moore y se denotara como M(k, g) =
n1(k, g).

Definición 5.0.2. La diferencia n(k, g)− n1(k, g) es una relación muy es-
tudiada, usualmente denotada por e(k, g) y llamada exceso.

Observación 5.0.3. Un (k, g)−Jaula que tiene n(k, g) = n1(k, g) vértices
(exceso e = 0) se llama Gráfica de Moore (ver [17]).

55
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Ejemplo
Notemos que la (3, 7)− Jaula o Gráfica de McGee es de orden 24 es decir,
24 = n(3, 7) y para poder calcular el exceso veamos que ;

M(3, 7) = n1(3, 7) = 3(3−1)(7−1)/2−2
3−2 = 22

e(3, 7) = n(3, 7)− n1(3, 7) = 24− 22 = 2

es decir e(3, 7) = 2 aśı el Ĺımite Inferior para el orden de la (3, 7)−Jaula
es el valor del Ĺımite de Moore más dos, M(3, 7) + 2.

Fuera de los casos donde se afirma la existencia de las Gráficas de Moore,
el Ĺımite inferior para el orden de una (k, g) − Jaula es el valor del ĺımite
de Moore más uno, M(k, g) + 1, cuando k es par, y el valor del ĺımite de
Moore más dos, M(k, g) + 2, cuando k es impar.

Estos ĺımites inferiores mejorados no difieren significativamente del ĺımi-
te de Moore, M(k, g).

Aśı para cualquier valor dado k y g es posible construir una gráfica re-
gular.
Por lo tanto, el número

min = {e | ∃ G con cuello g , grado k, exceso e }

se define para cada k y g.

5.1. Teorema de la Bipartición

Comenzáremos por introducir alguna notación, basada en la descompo-
sición estándar de una gráfica G de cuello 2r, está notación es introducida
por Biggs (ver [18]).

Elegimos una arista (σ, τ) de G y definimos 0 ≤ i ≤ r − 1

Si = {α ∈ V (G)|∂(σ, α) = i, ∂(τ, α) = i+ 1},

Ti = {α ∈ V (G)|∂(σ, α) = i+ 1, ∂(τ, α) = i}.
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El hecho de que el cuello de G sea 2r implica que los conjuntos Si y Ti
(0 ≤ i ≤ r − 1) son mutuamente disjuntos y como G es regular de grado k
se tiene |Si| = |Ti| = (k − 1)i.
Sea X el conjunto de vértices definido de la siguiente manera;

X = {α ∈ V (G)|∂(σ, α) ≥ r y ∂(τ, α) ≥ r}

X es el exceso establecido con respecto de {σ, τ} y su cardinalidad es e,
el exceso de G.

Nota 5.1.1. Usualmente debemos especificar {σ, τ} y escribir Xστ por X.

Puesto que el cuello de G es 2r, no hay aristas con ambos extremos en
Si o ambos extremos en Ti (0 ≤ i ≤ r − 1) y ademas sin aristas uniendo
Ti a Si (0 ≤ i ≤ r − 2), sin embargo habrá algunas aristas uniendo Sr−1

a Tr−1 y puede haber aristas uniendo X a Sr−1, X a Tr−1 y aristas con
ambos extremos en X.

Ejemplo 5.1.2. Sea G la (3, 4)−Gráfica presente en la figura 5.39, G es
tal que |V (G)| = 12 y con cuello g = 4 aśı r = 2, ademas 0 ≤ i ≤ r − 1.
Consideremos (σ, τ) ∈ A(G) con σ = v6 y τ = v5, aśı Xv6,v5 .
Con lo cual se define S0 = {v6} y S1 = {v11, v2} y por otro lado T0 = {v5}
y T1 = {v8, v9} aśı |Si| = |Ti| = (k − 1)i.
Por lo tanto X = {v1, v3, v4, v7, v10, v12} con lo cual e(3, 4) = |V (G)| −
2(2)2−2

1 = 6.

v1

v2

v3

v5 v4

v6

v9

v7

v10

v11
v8

v12

Figura 5.39: (3, 4)−Gráfica
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Ejemplo 5.1.3. Sea G la (3, 6)-Gráfica presentada en la figura 5.40, G es
tal que |V (G)| = 34 y con cuello g = 6 aśı r = 3, ademas 0 ≤ i ≤ r − 1.
Consideremos (σ, τ) ∈ A(G) con σ = v1 y τ = v31, aśı Xv1,v31 .
Con lo cual se define S0 = {v1}, S1 = {v2, v3} y S2 = {v8, v9, v14, v30}
y por otro lado T0 = {v31}, T1 = {v6, v32} y T2 = {v7, v27, v20, v21} aśı
|Si| = |Ti| = (k − 1)i.
Por lo tanto X = V (G)/{v1, v2, v3, v8, v9, v14, v30, v31, v6, v32, v7, v27, v20, v21}
con lo cual e(3, 6) = |V (G)| − 2(2)3−2

1 = 20.

v1 v3 v4
v5

v8

v20

v22

v30
v23

v18

v10v11
v12

v14

v16

v9

v7

v21

v33v29v28

v26

v24

v13

v27

v6

v19

v17

v25

v2

v31

v32

v15

v34

Figura 5.40: (3, 6)−Gráfica

Para un vértice α ∈ V (G) y W ⊆ V (G), decimos que W es el conjunto
de vértices adyacentes a α y se denotara como N(W,α), aśı
n(W,α) = |N(W,α)|.

Lema 5.1.4 (ver [17]). Supongamos que r ≥ 3 y α, β son vértices adyacentes
de G, situados en Tr−1 ∪X entonces
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n(Sr−1, α) + n(Sr−1, β) ≤ k − 1.

(El mismo resultado se mantiene con Sr−1 y Tr−1 intercambiados.)

Lema 5.1.5 (ver [17]). Supongamos que r ≥ 3 y α, β son vértices adyacentes
de G, con α ∈ X y β ∈ Tr−1 entonces

n(X,β) ≥ n(Sr−1, α).

(El mismo resultado se mantiene con Sr−1 y Tr−1 intercambiados.)

Teorema 5.1.6 (ver [17]). Sea G una (k, g)− Jaula de cuello g = 2r ≥ 6,
grado k, y exceso e. Si k − 2 ≥ e, entonces G es bipartita y su diámetro es
r + 1.

Demostración: Observamos primero que si un vértice en X tiene todos sus
k vecinos en X entonces e ≥ k + 1.
Sea G una (k, g)− Jaula de cuello g = 2r ≥ 6, grado k, y exceso e.
Si k − 2 ≥ e cada vértice en X debe ser adyacente a algún vértice en
Sr−1 ∪ Tr−1.
Supongamos primero que hay un vértice u ∈ X adyacente a α ∈ Sr−1

y β ∈ Tr−1 entonces N(X,u), N(X,α) − {u}, N(X,β) − {u} y {u} son
subconjuntos disjuntos de X aśı por lema 5.1.4 tenemos;

e = |X| ≥ n(X,u) + n(X,α)− 1 + n(X,β)− 1 + 1

= n(X,u) + n(X,α) + n(X,β)− 1

≥ n(X,u) + n(Tr−1, u) + n(S − r − 1, u)− 1

Donde el grado de u es k y todos sus vecinos de u están en X, Tr−1 o
Sr−1 aśı tenemos que e ≥ k+ 1, contrariamente a la hipótesis. Por lo tanto,
cada vértice en X es unido a algunos vértices de Sr−1 o de Tr−1 pero no
ambos.

Definimos una partición X = XS ∪ XT tal que XS y XT denotan los
subconjuntos de X que tienen vértices unidos a Sr−1 y Tr−1 respectivamen-
te.
Supongamos que XS contiene dos vértices adyacentes u y v. Por definición
de XS , hay dos vértices α y β ∈ Sr−1 adyacentes a u y v respectivamente.
Los conjuntos N(X,u)− {v}, N(X, v)− {u}, {u} y {v}, son subconjuntos
disjuntos de X y aśı;
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e = |X| ≥ n(X,u) + n(X, v)− 1 + 2

= n(X,u) + n(X, v)

Aśı tenemos

e ≥ (k − n(Sr−1, u)) + (k − n(Sr−1, η))

= 2k − (n(Sr−1, u) + n(Sr−1, v))

≥ k + 1

Por lema 5.1.5 lo cual contradice la hipótesis k − 2 ≥ e, por lo que
deducimos que Xs (lo mismo para XT ) no contienen pares de vértices
adyacentes. Por lo tanto, G es bipartito, los dos pares consisten en conjuntos
alternativos de la forma

S0, S1, S2, . . . , . . . Sr−1, XS , XT , Tr−1, . . . T1, T0

Como todos los vértices del exceso están en X = XsuXT , entonces el diáme-
tro es r + 1.

Para estos casos supondremos que G es una gráfica regular con cuello
g = 2r ≥ 6, con grado k y exceso 2.
Sea n = |V (G)| = n0 + 2, con el teorema anterior y la siguiente observación
tendremos que G es una gráfica bipartita con diámetro r + 1.

Sea Ai (0 ≤ i ≤ r + 1) denotamos la matriz de n × n cuyas filas y
columnas corresponden a los vértices de G con;

(Ai)αβ =

{
0 si ∂(α, β) = i

1 en cualquier otro caso.

Sea J la matriz n× n cuyas entradas son todas 1 aśı;

J = A0 +A1 + . . .+Ar+1

las identidades dadas en (i) y (ii) del lema anterior nos permite expresar
cada una de las matrices A0, A1, · · · Ar−1 a su vez como un polinomio en
A y utilizando (iii) para tratar con Ar obtenemos
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kJ = (A+ kI)(Er(A) +Ar+1)

Donde {Ei(x)} es la secuencia de polinomios definidos por recursión:

E0(x) = 0
E1(x) = 1

Ei(x) = xEi−1(x)− (k − 1)Ei−2(x) (i ≥ 2)

Definición 5.1.7. La álgebra de adyacencia de una gráfica Γ es la álgebra
de polinomios en la matriz de adyacencia A = A(Γ), que deberá denotar el
álgebra de adyacencias de Γ por A (Γ).

Ahora estableceremos algunas definiciones.

Definición 5.1.8. Una estructura de incidencia (finita) es una tripleta
D = (X,B, I) donde X y B son conjuntos finitos no vaćıos y I ⊆ X×B. Los
conjuntos X y B son llamados conjunto de puntos y el conjunto de bloques
de D respectivamente, y sus elementos se denominan Puntos y Bloques. El
conjunto I se denomina Relación de Incidencia.

Definición 5.1.9. Un (v, b, r, k, λ) diseño es una estructura de incidencia
D = (X,B, I) que satisface las condiciones siguientes:

1. |X| = v

2. |B| = b .

3. R(x) = r para todo x ∈ X.

4. |B| = k para todo B ∈ B.

5. λ(x, y) = λ para todos los distintos x, y ∈ X.

6. si I = φ o I = X × B, entonces v = b.

El número de bloques incidentes con un punto x se llama número de
replicación de x y se denota por r (x) o R(x).

Para puntos distintos x e y, λ(x, y) denota el número de bloques inci-
dentes con x e y.

Si |B| = |X|, se dice que el bloque B está completo.

Ejemplo 5.1.10. Sea X = {1, 2, 3, 4, 5, 6} y B = {{1, 2, 3}, {1, 2, 4} {1, 3, 5},
{1, 4, 6}, {1, 5, 6}, {2, 3, 6}, {2, 4, 5}, {2, 5, 6}, {3, 4, 5}, {3, 4, 6}}. Entonces
D = (X,B) es un diseño (6, 10, 5, 3, 2).
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5.2. Gráficas con cuello 6

Supongamos que e 6= 0 y que 〈X〉 denota la subgráfica inducida por
vértices en X. 〈X〉 es bipartita y el grado de cada uno de sus vértices es al
menos 1 ya que cualquier vértice en X se une a lo más k− 1 vértices en S2

o T2 por lema 5.1.5.

Aśı 〈X〉 tiene por lo menos 1
2e aristas.

En el caso cuando 〈X〉 tiene solo 1
2e aristas, los vértices de e se unen en

pares y no hay otras uniones.
Estos casos sin duda deben suceder cuando e = 2 (he incluso cuando k = 3)
y es posible que necesariamente ocurre si e es pequeño comparado con k.

Definición 5.2.1. Un diseño simétrico (v, k, λ) es un conjunto P de v
puntos y un conjunto B de v bloques tal que cada bloque es un k−subconjunto
de P, y cualquiera dos puntos distintos pertenecen a λ bloques exactamente.

Observación 5.2.2. Un diseño simétrico (v, k, λ) es un (v, b, r, k, λ) diseño.

Ejemplo 5.2.3. El Plano de Fano es un diseño simétrico (7, 3, 1). Como
se muestra en la figura 5.41 Ya que |X| = 7, |B| = 3 para todo B ∈ B y
λ(x, y) = 1 para todos los distintos x, y ∈ X.

1 2

3

4

6

5

7

Figura 5.41: Plano de Fano

Aśı que cualquiera 2 bloques distintos se cruzan en λ puntos comunes,
y υ = (k2 − k + λ)/λ.
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Asociado con un diseño simétrico (υ, k, λ) hay una gráfica bipartita cu-
yos vértices están en P ∪B y cuda arista corresponde a los pares de vértices
{p, b} con p ∈ b (p ∈ P , b ∈ B). Nosotros denotamos esta gráfica como
D(k, λ), observando que los parámetros k y λ no necesariamente dependen
de una gráfica.

Una gráfica D(k, λ) tiene las siguientes cuatro propiedades.

es k-regular.

es bipartita.

tiene diámetro 3.

dado cualquiera 2 vértices a distancia 2, hay solo λ vértices adyacente
a ambos.

Una Gráfica de distancia regular es un subconjunto de gráficas regu-
lares. Las gráficas de distancia regular tienen elementos de la intersección
{b0, b1, . . . , bD−1; c1, c2, . . . , cD}, donde para cualesquiera dos vértices u y v
de distancia r, δ(v, u) = r, br es el núnero de vértices que son adyacentes a
u y tienen distancia r+ 1 a v. cr es el número de vértices que son adyacen-
tes a u y tienen distancia r − 1 desde v. Estos números depende solo de la
distancia r y se mantienen para cualquier par de vértices (v, u).
Otra manera de describir estás gráficas seŕıa definir una subgráfica de G ,
Gr(v0), tal que Gr(v0) contiene todos los vértices que tienen distancia r de
v0 o menor, y describir gráficas de distancia regular y número de intersec-
ción de la siguiente manera.

Definición 5.2.4. Una Gráfica de distancia regular, es una gráfica k-
regular con diámetro D, que tiene una colección
{b0, b1, . . . , bD−1; c1, c2, . . . , cD} (de elementos no cero) que son llamados
elementos de la intersección, tal que para cada par de vértices u, v con dis-
tancia r cumplen que b0 = k, c1 = 1 y

1. la cantidad de vértices en Gr−1(v) que son adyacentes a u es cr. (1 ≤
r ≤ D).

2. la cantidad de vértices en Gr+1(v) que son adyacentes a u es br. (0 ≤
r ≤ D − 1).
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Ejemplo 5.2.5. La figura 5.42 se denomina Gráfica cúbica, tiene distancia
regular de grado 3 aśı;

{3, 3, 1; 1, 3, 3}

Figura 5.42: Gráfico cúbico

D(k, λ) es una gráfica de distancia regular con intercección {k, k−1, k−
λ; 1, λ, k} .

Definición 5.2.6. Un Isomorfismo local de dos gráficas G y H, es un
mapeo f de V(G) en V(H) tal que los vértices adyacentes de v ∈ V (G)
son mapeados uno a uno de manera individual a los vértices adyacentes de
f(v) ∈ V (H).

Definición 5.2.7. Diremos que G es una cubierta de s-pliegues de H si hay
un Isomorfismo local f : V (G) −→ V (H) tal que |f−1(w)| = s para cada
w ∈ V (H).

Aśı {w1, w2} es una arista de H, entonces hay solo s aristas {v1, v2} tal
que f(v1) = w1, f(v2) = w2.



CONSTRUCCIONES DE JAULAS 65

Teorema 5.2.8 (ver [17]). Sea G una gráfica regular de grado k y cuello 6,
con exceso e ≤ k−2. Supongamos que para cada arista (σ, τ) de G el exceso
del conjunto Xστ induce una subgráfica con solamente 1

2e aristas, entonces
G es una cubierta de λ− plieges de una D(k, λ) gráfica con λ = 1

2e + 1.

Dada e=2 entonces la condición de que 〈X〉 tiene solo 1
2e aristas es

necesaria, ya que los 2 vértices en el exceso deben estar únidos por una
arista.
En general el Teorema 5.2.8 dice que una gráfica con e=2 y g = 6 es una
cubierta de s-pliegues

Teorema 5.2.9 (ver [17]). Una gráfica G con cuello 6, grado k y exceso 2
no puede existir si k ≡ 5 o 7 (mod 8).

Demostración: Ya sabemos por el teorema anterior que G es una cubierta
de 2-pliegues de una gráfica D(k, 2).
Sea π un vértice t́ıpico de D(k, 2) es cubierto por dos vértices de G, y los
denotaremos aśı π+ y π−.
Una arista t́ıpica {π, β} de D(k, 2) es cubierta por dos aristas de G y hay
solo dos posibilidades.
1) las aristas son {π+, β+} y {π−, β−}
2) las aristas son {π+, β−} y {π−, β+}
Para el caso 2) diremos que {π, β} corresponden al subconjunto E− del
conjunto de aristas E de D(k, 2).
Consideremos un t́ıpico 4−ciclo {π, β, ω, γ} de D(k, 2). Si contiene un núme-
ro par de aristas en E− entonces las aristas de G que lo cubrieran corres-
ponden dos al 4−ciclo, puesto que G tiene cuello 6, lo cual es imposible por
lo que podemos concluir que cada 4−ciclo debe contener solo 1 o 3 aristas
de E−.

Sea C1, C2 denota el número de 4−ciclos en D(k, 2) que contienen 1, 3
aristas en E− respectivamente. Dado que dos de los v puntos de el biplano
determina un único 4−ciclo, hay 1

2v(v − 1) 4−ciclos en total y

C1 + C3 =
1

2
v(v − 1)

.

Cada arista de D(k, 2) corresponde aun punto π y un bloque β de el
biplano y aśı pertenecen a k − 1 4-ciclo (π, β, ω, γ), donde ω pasa por los
k − 1 puntos de β diferentes de π y γ, es el único bloque que contiene π y
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ω.
Aśı contando las aristas en E− obtenemos

C1 + 3C3 = (k − 1)|E−|

.
aśı

2C3 = (k − 1)|E−| − 1

2
v(v − 1)

Ahora v = 1
2 (k2 − k+ 2) y si k ≡ 5 o 7 (mod 8) encontramos que 1

2v(v− 1)
es impar y (k−1) es par de modo que la ecuación para C3 no tiene solución.



6. LÍMITES
SUPERIORES DE
JAULAS

En las secciones anteriores, hemos enumerado y descrito algunas de las
Jaulas actualmente conocidas.
En este caṕıtulo presentaremos alguna de las construcciones más represen-
tativas que nos ayudaran para poder generara algunas jaulas.
Podemos dividir de manera un tanto arbitraria esta lista en dos grupos;
Construcciones generales- construcciones que producen Gráficas con valores
arbitrariamente grandes de grado o cuellos.
Construcciones individuales- construcciones que se trabajan para valores
espećıficos de cuello y grado.

Posteriormente presentaremos algunas (k, g)−gráficas de órden pequeño,
denotadas por rec(k, g).

6.1. Construcciones generales

6.1.1. Construcciones con cuellos grandes

En esta sección se describen construcciones para Gráficas regulares con
cuellos arbitrariamente grandes.
Biggs (ver [16]) observo que el Ĺımite de Moore implica que las gráficas
k−regulares, mı́nimas de cuello g tienen aproximadamente (k− 1)g/2 vérti-
ces.
Por lo tanto al considerar una familia infinita de gráficas k−regulares {Gi}

67
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de cuello creciente gi, comparamos el orden vi con el Ĺımite de Moore.
Decimos que {Gi} es una familia con cuellos grandes si existe γ > 0 tal que:

gi ≥ γlogk−1(vi).

Del Ĺımite de Moore se desprende que γ es como máximo 2, pero no hay
familias conocidas con γ cerca de 2. Los resultados de Erdös, Sachs (ver
[30]) y Sauer (ver [58]) probarón la existencia de las familias infinitas con
γ = 1.
Las primeras construcciones expĺıcitas se remontan a Margulis (ver [45])
logrando que γ = 4

9 (≈ 0,44) para algunas familias infinitas con un grado
arbitrariamente grande y γ ≈ 0,83 para el grado 4. Estos fueron seguidos
por los resultados de Imrich (ver [38]), quien produjo familias de grados
grandes con γ ≈ 0, 78 y una familia de gráficas trivalentes con γ ≈ 0,96.
Weiss (ver [62]) demostró que las gráficas de sextetos (trivalentes) de Biggs
y Hoare (ver [15]) probarón que satisfacen γ ≥ 4

3 .
Biggs y Boshier (ver [14]) demostarón que las gráficas de Ramanujan, Lu-
botzky, Phillips y Sarnak (ver [44]) satisfacen γ ≥ 4

3 por Biggs y Boshier
(ver [14]). Los mejores resultados (para un alto grado arbitrario) se deben
a Lazebnik, Ustimenko y Woldar (ver [43]) que han construido familias in-
finitas CD(n, q) (gráfica de vértices transitivos) con γ ≥ 4

3 logq(q− 1) q una
potencia prima.

Construcción 6.1.1. Mediante la gráfica de soporte

Este método es usado para construir Gráficas de Moore que a su vez
son Jaulas, está es la única construcción que nos garantiza que la gráfica
resultante sera una Jaula.

Definición 6.1.2. Dada una Gráfica G, se define su árbol generador T
como aquel árbol que contiene todos los vértices de G.

En la figura 6.43 se puede apreciar un árbol generador de una gráfica
de Moore, en el primer nivel v0 como vértice inicial, en el segundo nivel los
vértices etiquetados por grupos y finalmente en el tercer nivel el resto de
vértices.

Definición 6.1.3. Sea T el árbol generador asociado a una gráfica G de
Moore. Llamemos gráfica de soporte de G a la gráfica resultante de añadir
∆2 −∆− 1 aristas al árbol T mediante el siguiente procedimiento: unimos
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v0

- 1 - 1 - 1

grupo 1 grupo  grupo 2

Figura 6.43: Árbol Generador de una Gráfica de Moore

el vértice i del grupo 1 al vértice i del grupo j, para todo ∆ − 1 ≥ i ≥ 1 y
para todo ∆ ≥ j ≥ 2.

En la figura 6.44 la gráfica de soporte adquiere el siguiente aspecto:

v0

grupo 1 grupo  grupo 2

- 1 - 1 - 11 2 3 1 2 3 1 2 3

Figura 6.44: Gráfica de soporte de una Gráfica de Moore

Nota 6.1.4. Si G es una gráfica de Moore de grado ∆ > 2, entonces tiene
diámetro 2 (ver [10]).

Observación 6.1.5. Dado que las gráficas de Moore tienen diámetro 2, su
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árbol generador no puede tener más de 3 niveles.

Ahora presentaremos la construcción de la Gráfica de Petersen utilizan-
do el método. La Gráfica de Moore de grado 3 recibe el nombre de Gráfica
de Petersen que cuenta con las siguientes caracteŕısticas:

Tiene diámetro 2, es 3− regular, cuello 5, con 10 vértices y 15 aristas.
Una manera de poder construir la Gráfica de Pertesen es construyendo

su árbol generador, como ya conocemos el número de vértices aśı;

n = 1 + ∆ + ∆(∆− 1) = ∆2 + 1 = 1 + 3 + 9− 3 = 10

Ahora bien como la gráfica es 3 − regular, entonces podemos calcular el
número de aristas es decir;

` = n×∆
2 = (∆2+1)∆

2 = 15.

En la siguiente figura se presenta el Árbol Generador de la Gráfica de
Petersen, de tal manera que su construcción es colocando en el primer nivel
el vértice {A}, en el segundo nivel los vértices {B,C,D}, cada vértice es un
grupo es decir, grupo 1 = B, grupo 2 = C y grupo 3 = D, y en el tercer
nivel los vértices {E,F,G,H, I, J}.

A

B D

E F G H  JI

C

Figura 6.45: Árbol Generador de la Gráfica de Petersen

Empezaremos colocando las aristas de los vértices del tercer nivel, de tal
manera que no formemos ciclos de longitud 3 o 4 solo se podrán hacer ciclos
de longitud 5, considerando al vértice E como es 3 − regular podremos



CONSTRUCCIONES DE JAULAS 71

colocar dos aristas es decir {(E,G), (E, I)}, como se puede ver en la figura
6.46;

A

B D

E F G H  JI

C

Figura 6.46: Construcción de la Gráfica de Petersen

Posteriormente nos fijaremos en el vértice E y colocaremos las aristas
{(F,H), (F, J)} con las caracteŕısticas antes dichas aśı como se ve en la
figura 6.47;

A

B D

E F G H  JI

C

A

B D

E F G H  JI

C

Figura 6.47: Construcción de la Gráfica de Petersen

Finalmente colocare el resto de las aristas que faltan es decir {(G, J), (H, I)},
como se puede ver en la figura 6.48;

De esta manera tenemos la construcción de la Gráfica de Petersen me-
diante la Gráfica de Soporte.
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A

B D

E F G H  JI

C

A

B D

E F G H  JI

C

Figura 6.48: Construcción de la Gráfica de Petersen
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Construcción 6.1.6. Sachs

Un truncamiento de un mapa es una construcción bien conocida de la
Teoŕıa Topológica de Gráficas, la construcción original de Sachs (ver [57])
es un caso de una construcción por truncamiento. Aśı que presentamos una
ligera generalización de su construcción.

Definición 6.1.7. Un truncamiento de una gráfica G (mapa) es una cons-
trucción en la que cada vértice v de G es reemplazado por un ciclo C y cada
aristas que era incidente a v la hacemos que incida a algún vértice de C.

Definición 6.1.8. Sea G una gráfica finita k−regular, sea D(G) el conjunto
de dardos de G obtenido de asociar cada arista de G con dos aristas dirigidas
opuestas.

Definición 6.1.9. Un etiquetado vértice-dardos de G es una función ρ del
conjunto D(G) en el conjunto {1, 2, . . . , k} que mapea los dardos que emanan
de un vértice v ∈ V (G) biyectivamente sobre {1, 2, . . . , k}.

Definición 6.1.10. Sea H una gráfica de orden k con V (H) = {u1, u2, . . . , uk}.
Un truncamiento generalizado de una gráfica G k−regular ( G tiene un eti-
quetado ρ de vértice-dardos) con la gráfica H ( H es de orden k) es la gráfica
T (G, ρ;H) obtenida de G reemplazando los vértices de G con copias de H
de la siguiente manera: cada dardo de G que emanaba de v la hacemos que
incida en un vértice de H de acuerdo a la regla ui es incidente al dardo
etiquetado con i.

Nota 6.1.11. El truncamiento generalizado de una gráfica completa G
k−regular, con la gráfica H (de orden k) es la gráfica T (G, ρ;H) o sola-
mente T (G,H), se obtiene al reemplazar los vértices de G por copias de H
como sigue: cada vértice vi de G es reemplazado por Hi, de acuerdo con la
función ρ, es decir V (G) = {v1, v2, . . . , vk+1} tal que vi es remplazado por
Hi con V (Hi) = {u1, u2, . . . , uk}, aśı las aristas de T (G, ρ;H) son:
Primero serán las aristas de cada ciclo, y posteriormente los dardos, con la
siguiente estructura;
Sea ut ∈ V (Hi);
Si t 6= i, con 0 ≤ t ≤ k y 1 ≤ i ≤ k entonces la arista de T (G, ρ;H) inicia
en el vértice ut ∈ Hi y termina en el vértice ui ∈ Ht.
Si t = i entonces la arista inician en ut ∈ Hi y termina en el vértice
ut ∈ Hk+1.
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Ejemplo 6.1.12. En la figura 6.49 se muestra una gráfica completa K4, con
V (K4) = {a, b, c, d}, tal que cada vértice de K4 es remplazado por un ciclo de
orden 3 C3 en T (K4, ρ;C3), es decir V (a) = {a1, a2, a3}, V (b) = {b1, b2, b3},
V (c) = {c1, c2, c3}, V (d) = {d1, d2, d3}, aśı ai, bi, ci, di ∈ V (K4, ρ;C3) con
i = 1, 2, 3, aśı los dardos son D(K4) = {(a, d), (d, a), (a, c), (c, a), (a, b),
(b, a), (b, c), (c, b), (b, d), (d, b), (d, c), (c, d)}, las aristas de T (K4, ρ;C3) son
ρ(D(K4)) = {(a1, b1), (a3, c1), (a2, d1), (d2, b2), (d3, c2), (c3, b3)} y las aristas
respectivas de cada ciclo;

a

b c

d

a d

cb

a2

a1

a3

d1

d2 d3

c2

b3

b2b1

c1

c3

a2

a1

a3

G=K    4

H=C   3

T ( K4 , C3 )

  

Figura 6.49: Un truncamiento generalizado de K4 por C3

En un truncamiento generalizado de Kn por Cn−1 no necesariamente se
hace visible la función.

Ejemplo 6.1.13. En la figura 6.50 se aprecia un truncamiento generalizado
donde H es C5 un ciclo de orden 5, y G es K6 una gráfica completa, la cual
es 5−regular, aśı T (K6, C5).

Nota 6.1.14. Un etiquetado vértice-dardos dependerá de la gráfica original,
la longitud de los ciclos y la función.

Nota 6.1.15. La definición anterior se puede generalizar en un Trunca-
miento generalizado para G una (k, g)−gráfica y H una (k′, g′)−gráfica de
orden k, donde cada v ∈ V (G) es remplazado por H, unidas por los dardos
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K
C

6

5

T ( K6 , C5 )

Figura 6.50: Un truncamiento generalizado de K6 por C5

que originalmente emanaban de v de acuerdo con la regla de que ui está
unido al dardo etiquetado por i.

La importancia del truncamiento generalizado para la constucción de
(k, g)−gráficas se puede ver en el siguiente teorema.

Teorema 6.1.16. Sea G una (k, g)−gráfica finita con un etiquetado vértice-
dardos ρ, y sea H una (k

′
, g
′
)−gráfica de orden k. El truncamiento gene-

ralizado T (G, ρ;H) es una gráfica (k
′

+ 1)-regular de cuello no menor que
min{2g, g′}, y si g

′ ≤ 2g, entonces g
′

es el cuello exacto de T (G, ρ;H).

Demostración: Para la demostración se va hacer uso de colores, con el
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propósito de hacer notar la diferencia entre los dardos y las aristas de H.
En T (G, ρ;H), el color de los aristas de H son rojas, y el restos de las viejas
aristas de G son azules. Las aristas azules forman un 1−factor de T (G, ρ;H)
y cada vértice v de T (G, ρ;H) incide con una arista azul y k

′
aristas rojo

de T (G, ρ;H). Aśı, T (G, ρ;H) es una gráfica (k
′
+ 1)−regular. Los ciclos de

T (G, ρ;H) no tienen dos aristas azules adyacentes. Si un ciclo C no contiene
aristas azules, debe estar contenido en una copia de H, y por lo tanto su
longitud debe ser mayor o igual que g

′
. Si C contiene aristas rojas y azules,

la secuencia de las aristas azules no es repetitiva. Además, cualesquiera dos
aristas azules conectadas a través de una trayectoria de aristas rojas en
T (G, ρ;H) deben haber sido originalmente adyacentes en G. Por lo tanto,
las aristas azules constituyen un camino en la gráfica original G que contiene
al menos un ciclo de G, y por lo tanto el ciclo rojo / azul tiene una longitud
de al menos 2g. Finalmente, T (G, ρ;H) contiene un ciclo de longitud g

′
.

Teorema 6.1.17. Para cada par de parámetros k ≥ 2 y g ≥ 3, existe una
gráfica k−regular finita de cuello g.

Demostración: Procedemos por inducción sobre k.
Si k = 2, el g-ciclo Cg es una (2, g)−Jaula para todo g ≥ 3.
Para el paso de inducción, asumimos la existencia de H una (k, g)−gráfica
para k ≥ 2 y g ≥ 3 de orden n.
Sea G una gráfica n−regular de cuello al menos d g2e garantizado por la
construcción previa, y sea ρ un etiquetado vértice-dardo de G.
Por el teorema anterior, la gráfica T (G, ρ;H) es una gráfica (k+1)−regular
de cuello g.

La construccioń de Sachs ha reaparecido recientemente como la cons-
trucción en zig − zag, la cual ha sido muy utilizada en el contexto de las
gráficas de expansión (ver [64]).

Construcción 6.1.18. Chandran

Chandran (ver [21]) ideó un algoritmo simple que construye una gráfica
de orden n, se garantiza que cada vértice tiene grado k − 1, k o k + 1, co-
mienza con un ciclo hamiltoniano o un apareamiento, y añade vértices uno
a la vez basados en la distancia y el grado. La gráfica resultante tiene cuello
log(n).

Construcción ;
El siguiente algoritmo toma el número de vértices n y el grado medio k
(donde k < n

3 ), como entrada y construye una gráfica de cuello al menos
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logk(n) +O(1). Todos los vértices de la gráfica tendrán el grado k − 1, k o
k + 1.

Sea n un número entero par. Supongamos que en un principio, tiene
una coincidencia perfecta en los n vértices. Es decir, comenzamos con una
gráfica que tiene n

2 vértices, el grado de cada vértice es 1.

Hacemos los siguientes pasos para i = n
2 + 1 hasta kn

2

1.- Sea S = {u ∈ V : gr(u) ≤ gr(v) para todo v ∈ V }.
2.- Sea T = {(u, v) ∈ S × V : d(u, v) ≥ d(x, y) para todo (x, y) ∈ S × V }.
3.- Si hay un par (u, v) ∈ T , tal que gr(v) ≤ j, donde j = d 2t

n e, y la arista
(u, v) no está ya en la gráfica, introduzca una arista (u, v) y vaya al inicio
del ciclo, si hay varios pares de este tipo, escoja uno arbitrariamente. De lo
contrario, vaya a 4.
4.- Sea p = d(u, v), donde (u, v) ∈ T . Ponga p = p − 1. Ahora asigne
T = {(u, v) ∈ S × V : d(u, v) = p}. Vaya a 3.
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6.1.2. Construcción de cuello 5

Una gráfica de Levi o gráfica de incidencia es una gráfica bipartita aso-
ciada con una estructura de incidencia. A partir de una colección de puntos
y ĺıneas en una geometŕıa de incidencia, formamos una gráfica con un vérti-
ce por punto, un vértice por ĺınea y una arista para cada incidencia entre
un punto y una ĺınea. Son nombradas Gráficas de Levi por F. W. Levi (ver
[42]) quien escribió sobre esta clase de gráficas.

Definición 6.1.19. La Gráfica de Levi es la Gráfica de incidencia de la
configuración de Cremona-Richmond, consiste en la unión de dos subgráfi-
cas, como se aprecia en la Figura 6.51.

v1
v10

v9
v8

v2
v3v4

v5
v6

v7

G1 U G2 Gráfica de Levi

v3
v4

v5

v6
v7 v8

v9

v10

v1

v2

=

Figura 6.51: Gráfica de Levi

Nota 6.1.20. La Gráfica de Incidencia de una configuración genérica a
veces se le conoce como Gráfica de Levi.

A continuación presentamos una serie de construcciones que producen
familias de cuello 5. Nosotros intentamos proporcionar una lista, que inclu-
ye las construcciones más antiguas, que pueden resultar útiles, y del mismo
modo construcciones más nuevas.
Las construcciones siguientes producen gráficas cuyos órdenes son aproxi-
madamente dos veces el Ĺımite de Moore, que es k2 + 1 para el grado k y
el cuello 5.
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Construcción 6.1.21. Brown

Brown construyó una familia de gráficas de cuello 5 basada en su cons-
trucción para la de cuello 6 (ver [22]).
Empieza con un conjunto de puntos P = {p0, . . . , pq} y un conjunto de
ĺıneas L = {l0, . . . , lq}, tal que p0 es incidente con todas las ĺıneas en L y l0
es incidente con todos los puntos de P , y eliminamos este de PG(2, q).
La gráfica de incidencia de la geometŕıa resultante es una gráfica q−regular
de cuello 6 y orden 2q2. Agregamos q−ciclos a las vecindades de los vértices
= {p0, . . . , pq} y {l0, . . . , lq}. La gráfica resultante tiene grado q + 2, cuello
5, y orden 2q2.

Construcción 6.1.22. Wegner

Wegner construyó una familia de gráficas de grado k (con k primo),
cuello 5, y orden 2k2 − 2k.
Sea p ≥ 5 un primo. La gráfica se construye conectando los vértices de un
p2-ciclo A con un conjunto independiente B de tamaño p(p−2). Denotamos
los vértices de A por a0, . . . , ap2−1, cada ai es adyacente a ai+1, con 0 ≤ i ≤
p2− 1; denotamos los vértices de B por bs,t, para 0 ≤ s ≤ p− 3 y 0 ≤ t < p.
Las adyacencias entre los vértices del ciclo y el conjunto independiente se
definen como sigue. Para cada ak, escribo k como ip+j, donde 0 ≤ i, j < p,
y hacemos aip+j adyacente a br,ir+j , para 0 ≤ r ≤ p− 3.

Ejemplo 6.1.23. La más pequeña de las Gráficas de Wegner es la gráfica
5-regular de orden 40.
Sea G la (5, 5)-gráfica tal que |V (G)| = |V (A)| ∪ |V (B)|.
Aśı V (A) = {a0, . . . , a24} y V (B) = {b0,0, . . . , b0,4, b1,0, . . . , b1,4, b2,0, . . . , b2,4},
con p = 5, sea bs,t, para 0 ≤ s ≤ 2, 0 ≤ t < 5 y para cada ak, escribo k
como i5 + j, donde 0 ≤ i, j < 5, y hacemos ai5+j adyacente a br,ir+j, para
0 ≤ r ≤ 2, (bs,t tiene p vértices adyacentes en A, donde ir + j ≡ t mod
p) con lo cual generamos la construcción de Wegner, aśı a0 es adyacente a
los vértices a1, a24, b0,0, b1,0 y b2,0 como se aprecia en la figura 6.52 y sea
C = (b1,1, a1, a2, b2,2, a5, b1,1) un ciclo en G;

Construcción 6.1.24. Araujo-Pardo y Montellano-Ballesteros

Los autores utilizaron planos proyectivos y planos afines para construir
una familia numerosa de Gráficas regulares de cuello 5 y grado k.
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Figura 6.52: (5, 5)−Gráfica

Su construcción es uno de los más fuerte resultados cuando el grado
k ≡ p+2, para un primo p, de orden 2k2−8k+8, Araujo-Pardo y Montellano-
Ballesteros establecen el siguiente ĺımite para las (k, 5)−gráficas.

Araujo-Pardo y Montellano-Ballesteros

En el caso general, donde k − 2 no es un primo, su ĺımite es;

n(k, 5) ≤

{
4(k − 2)2, Cuando 7 ≤ k ≤ 3275;

2(k − 2)(k − 1)(1 + 1
2 ln2(k−1)

), Cuando 3275 < k.

Nota 6.1.25. Para establecer los ĺımites de las (k, 5)−gráficas Araujo-
Pardo y Montellano-Ballesteros (ver [5]) utilizan una construcción general,
basada en la representación expĺıcita de la construcción original de Brown.
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Observación 6.1.26. Jφrgensen (ver [42]) construyo varias familias fini-
tas de gráficas k−regulares de cuello 5.
Para las (k, 5)−gráficas que tienen grado k = q + 3 (con q potencia prima)
tienen orden 2k2 − 12k + 16. Jφrgensen probo dos teoremas donde propuso
los ĺımites que se pueden resumir de la siguiente manera;

Jφrgensen

Sea q una potencia prima, entonces

n(k, 5) ≤

{
2(k − 1)(q − 1), Cuando 7 ≤ q, k ≤ q + 2;

2(k − 2)(q − 1), Cuando 13 ≤ q, k ≤ q + 3, y q impar;

6.1.3. Construcción de cuello 6, 8 y 12

Cuando k − 1 es una potencia prima y g = 6, 8 o 12, la (k, g)−jaula es
conocida y es la gráfica de incidencia del n− gon generalizado, para n = 3,
4 o 6 respectivamente.
En esta sección discutimos construcciones para grado k donde los n − gon
generalizado no se conocen. El número de construcciones diferentes para
estos valores se obtiene eliminando conjuntos particulares de vértices de las
gráficas de incidencia de los n−gones generalizados. Esto podŕıa comparar-
se a la situación de cuello 5 donde las (3, 5), (5, 5) y (6, 5) jaulas pueden ser
construidas a partir de quitar los vértices de la gráfica de Hoffman-Singleton,
que es la (7, 5)−jaula.

Definición 6.1.27. La pareja (P0,L0) en el n-gon generalizado (P,L) se
denomina a la estructura t−good, si hay t ĺıneas de L0 a través de cualquier
punto no en P0, y hay t puntos de P0 en cualquier lińea no en L0.

Al quitar puntos y ĺıneas de una estructura t − good de la gráfica de
incidencia de un n − gon generalizado resulta en una (q + 1 − t)−gráfica
regular de cuello al menos 2n.
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Construcción 6.1.28. Brown

Brown fue el primero que consideró expĺıcitamente el caso de cuellos 6,
y la mayoŕıa de las construcciones se derivan directa o indirectamente, su
construcción tiene la estructura de un t− good.
Comienza con una estructura de 1 − good que consiste en un conjunto de
vértices P = {p0, . . . , pq} y un conjunto de aristas L = {l0, . . . , lq}, tal que
p0 es incidente con todas las aristas en L y l0 es incidente con todos los
vértices en P , y lo elimina de PG(2, q). La gráfica de incidencia de la geo-
metŕıa resultante es una gráfica q − regular de cuello 6 y de orden 2q2.

Para t > 1, el también elimina a todos los vecinos de p1, . . . , pt−1 y
l1, . . . , lt−1 para obtener una geometŕıa cuya gráfica de incidencia tiene cue-
llo (al menos) 6, cuyo grado es q− t+1, y cuyo orden es 2q(q− t+1). Luego
utiliza el postulado de Bertrand que afirma que por cada k > 2 existe un
primo p tal que k < p < 2k para demostrar que n(k, 6) < 4k2, para todos
los k, y otros resultados para mostrar que para cualquier ε > 0, existe un
entero N tal que para todo k > N , n(k, 6) < 2(1 + ε)k2. Tenga en cuenta
que M(k, 6) = 2k2 − 2k + 2.

Observación 6.1.29. Araujo, González, Montellano-Ballesteros y Serra
(ver [4]) aplican la construcción de Brown a cuadŕılateros generalizados y
a hexágonos, con los cuales obtenemos los siguientes ĺımites.

Araujo, González, Montellano-Ballesteros, Serra

Ĺımites válidos para g = 6, 8 o 12, k = q − 1.

n(k, g) ≤ 2kq
g−4
2

.
Mediante el uso de resultados recientes sobre la distribución de los primos
se obtiene:

n(k, g) ≥

{
2k(k − 1)

g−4
2 ( 7

6 )
g−4
2 , 7 ≤ k ≤ 3275;

2k(k − 1)
g−4
2 (1 + 1

2In2(k)

g−4
2 , 3275 ≤ k.
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Observación 6.1.30. Aplicando su concepto de una estructura t − good
a 4 − gons y 6 − gons generalizados, Gács y Héger (ver [32]) construyen
gráficas que establecen los siguientes dos ĺımites para las potencias primas
q.

Gács y Héger

Ĺımites para las potencias primas q.

n(q, 8) ≤ 2(q3 − 2q), q impar

n(q, 8) ≤ 2(q3 − 3q − 2), q par

n(q, 12) ≤ 2(q5 − q3)

Observación 6.1.31. Balbuena (ver [6]) hace una construcción basada en
cuadrados latinos y cubre un caso para las de cuello 8 no incluido en el
ĺımite superior de Gács y Héger (ver [32]), con que define un ĺımite.

Balbuena

Si el grado k ≤ q y q es potencia primera, entonces;

n(k, 8) ≤ 2q(qk − 1)

.

6.1.4. Supresión

Varias de las construcciones anteriores se obtienen quitando los vértices
y las aristas incidentes a partir de pequeñas (k, g)−gráficas conocidas.

Definición 6.1.32. Las Gráficas cubicas, también llamadas Gráficas triva-
lentes, son gráficas 3-regulares (las (3, g)−jaula son gráficas cubicas).

Ejemplo 6.1.33. En la figura 6.53 se muestra una gráfica trivalente, es
3−regular con 8 vétices.
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Figura 6.53: Gráfica trivalente de 8-vértices

Definición 6.1.34. Sea S un árbol, tal que es una subgráfica de G, con G
una (k, g)−gráfica, más precisamente una gráfica cubica, aśı la gráfica de
Supresión denotada como G 	 S es la gráfica resultante de la eliminación
del árbol.

Ejemplo 6.1.35. Consideremos a la Gráfica de Tutter-Coxeter tal que es
Isomorfa a la Gráfica rearranged Levi notemos al árbol generado por los
vértices {a, b, c, d, e, f} como se ve en la figura 6.54 con lo cual la gráfica
resultante es la gráfica de supresión, en este caso es la Gráfica de McGee.

b

c

d e

f
a

Figura 6.54: Gráfica rearranged Levi

En el caso de k = 3, se pueden suprimir los vértices resultantes de grado
2. Para valores mayores de k, el paso final implica emparejar los vértices de
grado k − 1 y unirlos con las aristas.
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El objetivo es buscar subgráficas S cuya eliminación deja a una gráfica
cuyo cuello es por lo menos g − 1. Este proceso es un ejemplo de una clase
de construcciones que usualmente se conoce como Supresión .
La supresión en hexágonos generalizados da la construcción de la (3, 11)−jaula,
debido a Balaban (ver [7]), en el que eliminó un pequeño subárbol de la
(3, 12)−Jaula. Araujo-Pardo (ver [1]) aplicó un tipo de supresión a las gráfi-
cas de incidencia de poĺıgonos generalizados para obtener gráficas cuyo cue-
llo es uno menos que la gráfica de incidencia original.
Otro corte de Araujo-Pardo y Balbuena de cuello 6 se aplica la supresión
a cualquier grado k (ver [2]). Sea q la potencia prima más pequeña mayor
que k, entonces los autores muestran que n(k, 6) ≤ 2(qk − 2).
Del mismo modo, Araujo-Pardo, Balbuena y Héger aplican el método de
supresión de Brown a las de cuello 6, 8 y 12 (ver [3]). Para la de cuello 12,
y q una potencia prima mayor que 3, obtienen un resultado para grado k ≤ q.

n(k, 12) ≤ 2kq2(q2 − 1)

.
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6.2. Construcciones individuales

6.2.1. Construcciones Individuales para el grado 3

El orden de las jaulas trivalentes de cuello mayor o igual a 13 es inestable.
El cuadro siguiente muestra el estado actual de las Jaulas conocidas hasta
grado 32. Los ĺımites superiores se establecierón de forma independiente a
los inferiores.
También hemos incluido las jaulas conocidas de cuello 5 a 12.

Una digráfica, usualmente denotada por la letra D, es una pareja ordena-
da (V (D), F (D)) = D donde V (D) es un conjunto, que para nuestros fines
será finito y no vaćıo, llamado el conjunto de los vértices de D, y F (D) es un
subconjunto de (V (D) × V (D))/{(v, v)|v ∈ V (D)} llamado el conjunto de
las flechas de D. Aśı, todo elemento de V (D) es un vértice y todo elemento
de F (D) una flecha. Una flecha (u, v) recibe el nombre de flecha simétrica si
(v, u) también es una flecha. En la figura 6.55 (w, v) es una flecha simétrica
(y por lo tanto también (v, w) lo es), del conjunto V (D) se le llama el orden
de D y a la cardinalidad de F (D) se le conoce como el tamaño de D.

 

u

w

v

Figura 6.55: Digráfica D
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Cuello Ĺım. Inf. Ĺım. Sup. N. de Jaulas Debido a
5 10 10 1 Petersen (ver [51])
6 14 14 1 Heawood (ver [63])
7 24 24 1 McGee (ver [46])
8 30 30 1 Tutte (ver [61])
9 58 58 18 Brinkmann-McKay-Saager (ver [15])
10 70 70 3 O’Keefe-Wong (ver [8])
11 112 112 1 Mckay-Myrvold;Balaban (ver [7])
12 126 126 1 Benson (ver [13])
13 202 272 - McKay-Myrvold;Hoare (ver [19])
14 258 384 - McKay;Exoo (ver [25])
15 384 620 - Biggs (ver [16])
16 512 960 - Exoo (ver [25])
17 768 2176 - Exoo (ver [27])
18 1024 2560 - Exoo (ver [27])
19 1536 4324 - Hoare (ver [36])
20 2048 5376 - Exoo (ver [27])
21 3072 16028 - Exoo (ver [28])
22 4096 16206 - Biggs-Hoare (ver [16])
23 6144 49326 - Exoo(ver [28])
24 8192 49608 - Bray-Parker-Rowley (ver [21])
25 12288 108906 - Exoo (ver [28])
26 16384 109200 - Bray-Parker-Rowley (ver [21])
27 24576 285852 - Bray-Parker-Rowley (ver [21])
28 32768 285852 - Bray-Parker-Rowley (ver [21])
29 49152 1141484 - Exoo-Jajcay (ver [26])
30 65536 1143408 - Exoo-Jajcay (ver [26])
31 98304 3649794 - Bray-Parker-Rowley (ver [21])
32 131072 3650304 - Bray-Parker-Rowley (ver [21])

Cuadro 6.2: Ĺımites para las jaulas trivalentes

Definición 6.2.1. Una Gráfica de base D es una digráfica finita con posi-
bles flechas y múltiples aristas. Denotamos sus vértices, aristas y flechas por
V (G), A(G) y F (G), respectivamente. Cada arista e ∈ A(G) se representa
dos veces en F (G) (una vez con cada una de las dos orientaciones posibles)
y si e ∈ F (G), denotamos la flecha inversa por e−1.
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En la figura 6.56 mostramos dos gráficas base que presentan la flechas
múltiples y lazos.

Figura 6.56: Ejemplos de gráficas base

Observación 6.2.2. Las gráficas de voltage son los ascensores de las gráfi-
cas de base determinados por una asignación numérica p, que agrupan las
aristas y/o flechas de la gráfica base.

Nota 6.2.3. Para poder generar a G mediante de la gráfica base D toma-
remos en cuenta algunas caracteŕısticas;
1.- Cada vértice de D representara un conjunto de vértices de la misma
cardinalidad en G.
2.- Cada flecha o arista en D tendrá una asignación numérica (p) en la cual
sera colocado de acuerdo a un orden. Dicho orden se expresa de la siguiente
manera; sea (u, v) ∈ F (D)) tal que en G u y v son conjuntos de vértices en
G, es decir u = {u1, u2, . . . , un} y v = {v1, v2, . . . , vn}, sean ui ∈ V (u) y
vj ∈ V (v), tal que (vj , uj+p≡imod(n)) ∈ A(G)
3.- Si la Gráfica base tiene lazos, solo serán ciclos, si hay únicamente una
flecha o una arista sin algún vértices sera como el anterior.

Ejemplo 6.2.4. En la figura 6.57 se aprecia 3 Gráficas base D1, D2 y D3

con una asignación numérica y sus gráficas generadas por dicha asignación
G1, G2 Y G3.

En la figura 6.58 se puede ver la Gráfica base de la Gráfica de Petersen.
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Figura 6.57: Ejemplos de gráficas base

1

0

2

Figura 6.58: Gráfica base de Petersen

Definición 6.2.5. La Gráfica base D agrupada con una flecha doble a la
Gráfica G sera llamada, Gráfica de ascensor.
En la figura 6.59 podemos ver La Gráfica de Petersen como un ascensor.
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Figura 6.59: La Gráfica de Petersen como un ascensor

Ejemplo 6.2.6. En la figura 6.60 se puede distinguir la Gráfica base de la
(3, 7)−Jaula y a partir de ella su construción.
El orden de la (3, 7)−Jaula es 24, es decir tiene 3 subconjuntos de 8 vértices
cada uno aśı u = {u1, u2, . . . , u8}, v = {v1, v2, . . . , v8} y w = {w1, w2, . . . , w8}.

En lo que sigue daremos una lista de las gráficas cuyos ordenes, denota-
dos por rec(k, g), son los más pequeñas actualmente conocidas, algunas de
estas pueden ser Jaulas.

Rec(3, 13) = 272
La gráfica trivalente más pequeña conocida de cuello 13 tiene 272 vértices
y la gráfica fue descubierta por Hoare (ver [19]).

Rec(3, 14) = 384
La gráfica trivalente más pequeña conocida de cuello 14 y el orden 384 fue
construida por Exoo (ver [25]) , en la figura 6.61 se muestra su Gráfica base.

Rec(3, 15) = 620
La gráfica trivalente más pequeña conocida de cuello 15 tiene 620 vértices
y es la gráfica sexteto descubierta por Biggs y Hoare (ver [16]).

Rec(3, 16) = 960
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Figura 6.60: La (3, 7)−Jaula como un ascensor

Figura 6.61: Gráfica base de cuello 14

La gráfica trivalente más pequeña conocida de cuello 16 tiene 960 vértices
y fue descubierta por Exoo (ver [29]).
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Rec(3, 17) = 2176
La gráfica trivalente más pequeña conocida de cuello 17 tiene orden 2176 y
fue descubierta por Exoo (ver [27]), en la figura 6.62 se muestra su Gráfica
base.

Figura 6.62: Gráfica base de cuello 17

Rec(3, 18) = 2560
La gráfica trivalente más pequeña conocida de cuello 18 tiene 2560 vértices
y fue descubierta por Exoo (ver [27]), en la figura 6.63 se muestra su Gráfica
base.

Rec(3, 19) = 4324
La gráfica trivalente más pequeña conocida de cuello 19 tiene orden 4324,
descubierta por Hoare (ver [36]).

Rec(3, 20) = 5376
La gráfica trivalente más pequeña conocida de cuello 20 tiene orden 5376 y
fue descubierta por Exoo (ver [27]).

Rec(3, 21) = 16028
La gráfica trivalente más pequeña conocida de cuello 21 tiene orden 16028
y fue obtenida por Exoo (ver [28]).
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Figura 6.63: Gráfica base de cuello 18

Rec(3, 22) = 16206
La gráfica trivalente más pequeña conocida de cuello 22 tiene orden 16206,
descubierta por Biggs y Hoare (ver [16]).

Rec(3, 23) = 49326
La gráfica trivalente más pequeña conocida de cuello 23 fue descubierta por
Exoo (ver [28]).

Rec(3, 24) = 49608
La gráfica trivalente más pequeña conocida de cuello 24 fue descubierta por
Bray, Parker y Rowley (ver [28]).

Rec(3, 25) = 108906
La gráfica trivalente más pequeña conocida de cuello 25 es de orden 108906
y fue obtenida por Exoo (ver [28]).

Rec(3, 26) = 109200
La gráfica trivalente más pequeña conocida de cuello 26 es de orden 109200.
Es la gráfica descubierta por Bray, Parker y Rowley (ver [21]).

Rec(3, 27) = 285852
La gráfica trivalente más pequeña conocida de cuello 27 es de orden 285852.
Es la gráfica descubierta por Bray, Parker y Rowley (ver [21]).
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Rec(3, 28) = 415104
La gráfica trivalente más pequeña conocida de cuello 28 es de orden 415104.
Es la gráfica descubierta por Bray, Parker y Rowley (ver [21]).

Rec(3, 29) = 1141484
La gráfica trivalente más pequeña conocida de cuello 29 es de orden 1141484
y fue construida por Exoo y Jajcay (ver [26]).

Rec(3, 30) = 1143408
La gráfica trivalente más pequeña conocida de cuello 30 es de orden 1143408
y fue construida por Exoo y Jajcay (ver [26]).

Rec(3, 31) = 3649794
La gráfica trivalente más pequeña conocida de cuello 31 es de orden 3649794
y fue construida por Bray, Parker y Rowley (ver [21]).

Rec(3, 32) = 3650304
La gráfica trivalente más pequeña conocida de cuello 32 es de orden 3650304
y fue construida por Bray, Parker y Rowley (ver [21]).

6.2.2. Construcciones Individuales para el cuello 5

Para gráficas de grado k y cuello 5, el liḿite de Moore es k2 + 1. En este
caso hay una Gráfica de Moore para los grados 3, 7, y tal vez 57. El caso
k = 57 no está resuelto, y ha recibido mucha atención.

Las gráficas más conocidas de cuello 5 y grado hasta 20 se enumeran en
el siguiente Cuadro .

A continuación describiremos las gráficas del cuadro 6.3 que no son jau-
las.

Rec(8, 5) = 80
Es la más pequeña conocida (8, 5)−Gráfica es de orden 80. Fue descubierta
por Royle (ver [52]).

Rec(9, 5) = 96
Es la más pequeña conocida (9, 5)−Gráfica, es de orden 96, fue construida
por Jφrgensen (ver [42]) utilizando un clico relativo de diferentes conjuntos.



CONSTRUCCIONES DE JAULAS 95

Grado k Ĺım. Inferior Ĺım. Superior Debido a
3 10 10 Petersen (ver [51])
4 19 19 Robertson
5 30 30 Robertson-Wegner-Wong (ver [41], [24])
6 40 40 Wong (ver [55])
7 50 50 Hoffman-Singleton (ver [55])
8 67 80 Royle (ver [52])
9 86 96 Jφrgensen (ver [42])
10 103 124 Exoo (ver [28])
11 124 154 Exoo (ver [28])
12 147 203 Exoo (ver [28])
13 174 230 Exoo (ver [28])
14 199 288 Jφrgensen (ver [42])
15 230 312 Jφrgensen (ver [42])
16 250 336 Jφrgensen (ver [42])
17 294 448 Schwenk (ver [59])
18 327 480 Schwenk (ver [59])
19 364 512 Schwenk (ver [59])
20 403 576 Jφrgensen (ver [42])

Cuadro 6.3: Ĺımites para las jaulas de cuello 5

Rec(10, 5) = 124
Es la más pequeña conocida (10, 5)−Gráfica, es de orden 124 y fue descu-
bierta por Exoo (ver [28]).

Rec(11, 5) = 154
Es la más pequeña conocida (11, 5)−Gráfica, es de orden 154 y fue descu-
bierta por Exoo (ver [28]).

Rec(12, 5) = 203
Es la más pequeña conocida (12, 5)−Gráfica, es de orden 203 y fue descu-
bierta por Exoo (ver [28]).

Rec(13, 5) = 230
Es la más pequeña conocida (13, 5)−Gráfica, es de orden 230 y fue descu-
bierta por Exoo (ver [28]).
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Rec(14, 5) = 288
Es la más pequeña conocida (14, 5)−Gráfica, es de orden 288, fue construida
por Jφrgensen (ver [42]).

Rec(15, 5) = 312
Es la más pequeña conocida (15, 5)−Gráfica, es de orden 312, fue construida
por Jφrgensen (ver [42]).

Rec(16, 5) = 336
Es la más pequeña conocida (16, 5)−Gráfica, es de orden 336, fue construida
por Jφrgensen (ver [42]).

Rec(17, 5) = 448
Es la más pequeña conocida (17, 5)−Gráfica, es de orden 448, y fue cons-
truida por Schwenk (ver [59]).

Rec(18, 5) = 480
Es la más pequeña conocida (18, 5)−Gráfica, es de orden 480, y fue cons-
truida por Schwenk (ver [59]).

Rec(19, 5) = 512
Es la más pequeña conocida (19, 5)−Gráfica, es de orden 512, y fue descu-
bierta por Schwenk (ver [59]).

Rec(20, 5) = 576
Es la más pequeña conocida (20, 5)−Gráfica, es de orden 576, fue construida
por Jφrgensen (ver [42]).
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6.2.3. Construcciones Individuales para el cuello 6

Cuando k = q+1, para una potencia prima q, la (k, 6)−jaula es la gráfi-
ca de incidencia de un plano proyectivo. Fuera de estos casos, sólo hay un
caso en el que el orden de la jaula ha sido establecido, es decir k = 7. Los
restantes casos enumerados en el Cuadro provienen de las familias mencio-
nadas en la Sección 6.1.3.

Grado k Ĺım. Inferior Ĺım. Superior Debido a
3 14 14 Plano proyectivo
4 26 26 Plano proyectivo
5 42 42 Plano proyectivo
6 62 62 Plano proyectivo
7 90 90 O’keefe-Wong
8 114 114 Plano proyectivo
9 146 146 Plano proyectivo
10 182 182 Plano proyectivo
11 224 240 Wong
12 266 266 Plano proyectivo
13 314 366 Abreu-Funk-Labbate
14 366 366 Plano proyectivo
15 422 462 Abreu-Funk-Labbate
16 482 504 Abreu-Funk-Labbate
17 546 546 Plano proyectivo
18 614 614 Plano proyectivo
19 686 720 Abreu-Funk-Labbate
20 762 762 Plano proyectivo

Cuadro 6.4: Ĺımites para las jaulas de cuello 6





GRÁFICAS DE
VOLTAJE

La construcción de las Gráficas de voltaje provienen originalmente en la
Teoŕıa Topológica.

Informalmente, los Gráficos de Voltaje son los ascensores de las gráficas
base D, determinadas por una asignación que agrupar los elementos a las
aristas orientadas de la gráfica base. Una gráfica de base es un Gráfica fi-
nita con posibles flechas y múltiples aristas. Denotamos su vértice, aristas
y flecha conjuntos de V (G), A(G) y F (G), respectivamente. Cada vérti-
ce e ∈ A(G) se representa dos veces en F (G) (una vez con cada una de las
dos orientaciones posibles) y si e ∈ F (G), denotamos la flecha inversa por e1.

Las Gráficas de voltaje generalmente esán dadas por imágenes. Por ejem-
plo, supongamos que la Gráfica D tiene vértices establecidos V (D) = {u, v}
y el conjunto de flechas F (D) = {d, e}, con d una u-base (lazo dirigido) y e es
una flecha de u a v. Supongamos que los voltajes α(d) = 1 y α(e) = 0. Dado
un grupo finito Γ, una asignación de voltaje es una función α : D(G) → Γ
que satisfaciendo la propiedad α(e−1) = g−1 siempre que α(e) = g.
El grupo Γ se llama grupo de voltaje. Dada una asignación de voltaje
α : D(G) → Γ, el levantamiento de G, es llamado la gráfica derivada G,
(gráfica generada por la gráfica base), denotada por Gα, es la gráfica cuyo
conjunto de vértices es V (G)× Γ con dos vŕtices. (u, g) y (v, h) adyacentes
si y solo si uv ∈ F (G) y g ∗ α(uv) = h.

Ejemplo 0.0.7. La gráfica base en la Figura 64(a), tiene dos vértices, u
y v, y dos flechas, d y e, y dado que el grupo de voltaje L3 tiene tres
elementos, 0, 1, y 2, se deduce que la gráfica derivada tiene seis vértices,
u0, u1, u2, v0, v1, y v2, y seis flechas, d0, d1, d2, e0, e1, y e2. Dada la u-base
(lazo dirigido) d+ de la gráfica base D es asignado el voltaje 1, se sigue que
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v 2
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(b)

Figura 64: (a) Una gráfica con voltajes asignada. (b)Gráfica derivada aso-
ciada Gα

para i = 0, 1, 2, la flecha d+
i de la gráfica derivada G se ejecuta desde el

vértice ui al vértice ui+1. Desde la flecha e+ se le asigna el voltaje 0, se
sigue que de i = 0, 1, 2; la flecha e+

i de la gráfica derivada se ejecuta desde
el vértice ui al vértice vi.

Ejemplo 0.0.8. En la Figura 65 se muestra la gráfica de Petersen la cual
podŕıa derivarse, en una asignación de voltajes en el grupo ćıclico L5 a
una gráfica base, que es en particular dos vértices y tres flechas, que a veces
se denomina gráfica de “mancuerna”, como esta indica, la dirección en las
aristas de la gráfica derivada son inducidas por direcciones de las flechas
correspondientes en la gráfica base. ·

1 u vd
0

2ec

u1

u 0

u 4

u 3u 2

v2

v 3

v4

v0
v1

c0

c1c

c2

 c3

c4

e0

e 2

e1
e3

e4

(a)

(b)

Figura 65: (b) Gráfica de Petersen de un voltaje asignado en L3 de un
gráfica mancuerna (a)



Bibliograf́ıa

[1] G. Araujo-Pardo, On upper bounds of odd girth cages, Discrete Math.
310 (2010).

[2] G. Araujo-Pardo and C. Balbuena, Constructions of small regular
bipartite graphs of girth 6, Networks 57 (2011) 121-127.

[3] G. Araujo-Pardo, C. Balbuena and Héger, Finding small regular
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